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Correction de l’'interrogation 3
d’entrainement
Bijections

\. J

1. Restituer le cours.
1.1 Soient U e Z(R), Ve ZR), fe FUV),ACUet BCV.
o L’image directe de A par f est

fA)={yeV|dzeA y=[f(z)}.
o L’image réciproque de B par f est
foB)={zecU| f(z)e B}.

1.2 Soient U € Z (R), V € Z (R), f € F (U, V).

e On dit que f est injective sur U si et seulement si
Viey) eU?  (f@)=f) = (z=y).
e On dit que f est surjective sur V si et seulement si
Yy eV, dx e U, y = f(x).
e On dit que f est bijective sur U dans V si et seulement si
Yy eV, Az e U, y = f(z).

1.3 Soit I un intervalle de R et f € # (I,R). Si
e f est continue sur I,
e et strictement monotone sur I,

alors f définit une bijection de I dans J = f (I). De plus sa réciproque f~! est une bijection de J dans I,
continue et strictement monotone sur J (de méme monotonie que f).

1.4 Soient I un intervalle de R, f € % (I,R). Si
e f est dérivable sur I,
e strictement monotone sur I,
e etV el, f'(x) #0,

alors f~1 existe, est dérivable sur J = f (I) et

veed,  (fY) (@)=

1.5 Soient a € R, I un voisinage de a, (f,g) € .Z (I,R). On dit que f est négligeable devant g, f(z) < g(z)
r—a

ou encore f(x) =0 (g(x)) si
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2. Ensemble image, image réciproque, injection, surjection, bijection.
R —R
2.1 Soit f : ,
T —=2xr"+2x+1
Soit z € R,ona f(z) >0 & 4z+2>0 < x> —3. On en déduit donc le tableau de variation suivant

. La fonction f est définie et dérivable sur R et pour tout z € R, f/(z) = 4x+2.

T —00 — 400

, \ /

Deplus f(=1) =2—-2+1=1, f(—3) =23 —1+1= 31 et f(6) =2x 36+ 12+ 1 = 85. Enfin, pour z € R

N

flx)=1 & 202 4224+ 1=1 & 2z (x+1)=0 & r=0 ou r=—1.

On obtient donc le tableau suivant :

x —00 -1 —

J—
T L

M‘H
o
D
-
8

On conclut que
Y LT R A (R TR B S A

La fonction f n’est ni injective (1 admet deux antécédents —1 et 0) ni surjective (—1 n’a aucun anté-
cédent) ni a fortiori bijective.

2.2 Soit f : {]OO’ 3l R . La fonction f est bien définie sur I = |—o0; 3], est dérivable sur I
x —InB—z)+4
et pour tout = € I, . .
!
f(:v)—37x -3 <0
Donc la fonction f est strictement décroissante sur I. De plus f(—7) =1In (10)+4, f (-=3) =In (3 + 3)+4 =
In (175) + 4, mgmoo f(x) = 400, il_r)% f(z) = —oco. Enfin pour z € I, on a

<3
flx)=5 & In(3—2)+4=5 & In(3—2)=1 & 3—z=e & z=3-¢
et
flz)=11 & In(3—xz)+4=11 & mh(3-—2)=7 & 3-z=¢ & z=3-—c¢.

On obtient donc le tableau de variation suivant :

x —00 3—¢7 ~7 -3 3—e 3

T —

f In (10) +4

On conclut que

il

De plus la fonction est continue et strictement décroissante sur |—oo; 3[. Donc par le théoréme de la

—7;—%}):{1n<14—5)+4;1n(10)+4} et fo(Bs1])=[3-¢e";3—¢].

bijection, f est une bijection de |—o0; 3[ dans }limx_g, f(z); limyy o f(2) { =R
<

‘La fonction f est donc bijective et donc surjective et injective. ‘

2/
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- R . L . . s
. La fonction cosinus étant strictement décroissante sur [0; g], on en déduit

2.3 Soit f : R
T+ 2cos (x — %)
que la fonction f est strictement décroissante sur [% ; %”] et de plus f (%) = 2 cos (% — %) =2et f (%T”) =

2 cos (%" - %) = 2cos (%) = 0. On a donc

X

IS
N

Ainsi,

(5 %) -ma
Soit x € R, on a

ze fT(-1;0) & flz)e[-1;0]

& 71<2cos(:rf%)<0
& L ( W) <0
——<cos{x——) <
2 4
el —F +2%kr<z—F < —F+2kn
At ou
3keZ,g+2kw<x—g< 2{—}—2/%
Ik €Z, -3 4+ 2kn <x < —Z +2kr
= ou
3k € Z,3 + 2kn <z < BE 4 2kn
Ainsi,
o T 3 117
“([-1;0]) = ({—— 2km; —— 2k}u{— 2km; — 2/@’})
F( ])U 12+7r 4+7T 4+7712+7r
kEZ
Enfin, la fonction f n’est pas injective (car 2m-périodique f(0) = f(27)) ni surjective (3 n’a pas
d’antécédent car pour tout € R, f(x) < 2) et donc a fortiori, f n’est pas bijective.

R R
2.4 Soit f : -
x —4—7224+ 21z

et pour tout x € R, f/(x) = =142 + 21. Donc pour z € R, f'(z) 20 & —-142+21 >0 < 21 > 4z <
3
z < 5. Donc

. La fonction f est définie et dérivable sur R en tant que fonction polynomiale

De plus EIP flz) = Erf flz) = —o0, f(=2) = 4—28 —-42 = —66, f(2) = 4 — 28 + 42 = 18,

f(%):47%3+6—;’:4+%:%9.Enﬁnpourx€R,

72 —2lx4+14=0

2 —3x4+2=0
(x—2)(x—1)=0
=2 ou r=1.

f(z) =18 & 4 —T72% + 21z =18

toe o
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Ainsi,

T —00 -2 1 % 2 +0o0

79

/ 4

f e ° T
/ \
—00 —00
Ainsi,

F2:2) = |66 2 et £ (Jmoos 18)) =] -o0: 1U[2; oo

De plus, f n’est pas injective (18 admet deux antécédents) ni surjective (20 = % > % n’admet aucun
antécédent) ni a fortiori bijective.

. R —R
2.5 Soit f : {x L 52 g

sur R, on en déduit que f est strictement croissante sur R. De plus lim f(z) = —2, donc par la stricte
r——00

croissance de f, pour tout x € R, f(x) > —2. Donc f< ([~7; —2]) = 0. De plus f(0) = e? -2, f(8) = % -2

et lim f(z)= +4o0. Ainsi
Tr—+00

. Les fonctions x — bx + 2, z — e” et x — = — 2 étant strictement croissantes

Conclusion,
F0;8) =[e*—2;e-2] et  f([-7;-2]) =0.

La fonction f est injective sur R (par sa stricte croissance et le théoréme de la bijection, elle définit une
bijection de R dans |—2; +oo[) mais n’est pas surjective (—3 n’admet aucun antécédent) ni a fortiori
bijective.

3. Fonction réciproque/Dérivée de la réciproque.
3.1 Soit f: 2 — (V2 —4+1)e”. Soit z € R. On a

20 —4 >0 & x> 2.

La fonction f est donc bien définie et méme continue sur [2; +0o[ comme produit de fonctions qui le sont.
De méme, pour x > 2,2z —4 >0 < x > 2. La fonction f est donc dérivable sur ]2; +o00[ et

Vo € ]2; o0l f(z) = N%eer(\/QxfélJrl)e“C: (\/2:74+\/23:4+1>e””.

Or pour tout > 2, e > 0, 2z — 4 > 0, \/ﬁ > 0. Donc

Vo > 2, f'(z) > 0.

Ainsi f est strictement croissante sur |2; +o00[. Puisque f est continue en 2, on en déduit que f est strictement
croissante sur [2; +oo[. Enfin, f(2) = (V4 —4+1)e* =e? et

lim f(z)= lim <\/2x —44 1) e’ = 4o0.

xr——+00 xr——400

On a donc
o f est continue sur [2; 00|,

o f est strictement croissante sur [2; 400].

4]
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3.2

Donc par le théoréeme de la bijection,

la fonction f définie une bijection de [2;+oo[ dans J = | f(2); lim f(x) { = [eQ; —I—oo[.

T—r+00

Posons J' = J \ {eQ} = ]82; +oo[. Par ce qui précede,
o f est dérivable sur I' =]2; +o0],
e f est strictement croissante sur I’,
e Yz el f'(x) £0.

Donc par le théoreme de la dérivée de la réciproque, f~! est dérivable sur J' = ]62; —1-00[ et

wed, () @)= s = !

1 (fy) (\/ﬁm +\/W+1> of 1)

Conclusion, | f~! est dérivable sur ]e?; +oo| | et

1
TR VT A ) e

vyelettoo[,  (FY) ()= (

Soit f : 2+ 2% (3In(z) — 1). La fonction f est définie, continue et méme dérivable sur R* comme différence
et produit de fonctions qui le sont. De plus,

Vo e RY, f(z) =32% (3In(z) — 1) + 23 (%) =22 (9In(z) — 3+ 3) = 92% In(z).
Or pour tout z € ]0; 1], In(z) < 0 et 922 > 0. Donc

Vr €]0;1], f(x) <0.

Ainsi f est strictement décroissante sur ]0; 1[. Puisque f est continue en 1, on en déduit que f est strictement
décroissante sur ]0;1]. Enfin, f(1) = —1 et

lim f(x) = lim 2® (3In(z) — 1) = lim 32%In(z) —2®> =0 par croissance comparée.
z—0 z—0 z—0
x>0 >0 x>0

On a donc

o f est continue sur ]0; 1],
o [ est strictement décroissante sur |0; 1].

Donc par le théoreme de la bijection,

la fonction f définie une bijection de ]0; 1] dans J = lf(l); lim f(x) [ =[-1;0[.

Posons J' = J \ {—1} =]—1;0[. Par ce qui précede,
o f est dérivable sur I' =]0; 1],
e [ est strictement décroissante sur I’,
o Yz el f'l(x) #0.

Donc par le théoréme de la dérivée de la réciproque, f~1 est dérivable sur J' =]—1;0[ et

/ -1/ = ! = !
wels U)W = ) T e e )

Conclusion, | f~1 est dérivable sur ]—1; O[‘ et

vyel-10,  (FY) =
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3.3

3.4

Soit f : & — In (tan(x)). La fonction tangente est bien définie sur |0; Z [ et pour tout = € ]0; 5 [, tan(z) > 0.
Donc la fonction f est bien définie sur |0; % [. De plus f est continue et méme dérivable sur [0; 5[ comme
composée de fonctions qui sont continues et dérivables sur leurs domaines de définition. Puis,

VxE}O;g{, f/(x):M

tan(z)
Pour tout z € ]0; 5[, tan(x) > 0. Donc
. /
Vme]0,2{, f'(z) > 0.

La fonction f est donc strictement croissante sur ]0; g[ (on pouvailt aussi le voir directement comme
composée de deux fonctions strictement croissantes). Enfin,

ili% flx) = ili% In (tan(x)) = 11}1}1%) In(u) = —o0
>0 z>0 u>0

lim f(z) = lim In (tan(z)) = lim In(u) = 4oc0.
=5 =5 u—>+00
<5 <5
On a donc
e f est continue sur ]O; 5 [,
o f est strictement croissante sur ]O; 5 [

Donc par le théoreme de la bijection,

la fonction f définie une bijection de }O; g { dans J = lir% f(z); lim f(x)| = ]—o0;+oo[ =R.
T— 5
>0 z<§

Directement, par ce qui précede,
o f est dérivable sur I = ]0; 5 [,
o f est strictement croissante sur I,
o Yz el, f'(x) #0.

Donc par le théoréme de la dérivée de la réciproque, f ' est dérivable sur J = R et

1 _ L+tan® (f7'(y))
() tan (f~1(y))

weR, (fY) (=

Conclusion, | f~! est dérivable sur R ‘ et

wer (17 )= e W)

Soit f:x +— \/1%7 Soit x € [0;1[. Alors, 22 < 1 donc 1 — 22 > 0. Donc la fonction f est bien définie et
méme dérivable sur [0;1[. De plus,

vee o, fa= (- = —% x (=2a) x (1—a%) " = (I—IW

Pour tout € ]0;1[, 1 —2% > 0 et z > 0 donc f’(z) > 0. La fonction f est donc strictement croissante sur
]0; 1[. Puis par continuité de f en 0, on trouve que f est strictement croissante sur [0; 1[. Enfin, f(0) =1 et

1 1
lim f(z) = lim ———= = lim —= = +o0.
£ s VI—E gV

On a donc

o f est continue sur [0;1],
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o f est strictement croissante sur [0;1].

Donc par le théoreme de la bijection,

f définit une bijection de [0; 1] dans J = [f(()); hm1 f(z) l = [1; +o0].
z—

<l

Soient = € [0;1] et y € [1;4+00[. On a les équivalences suivantes :

y:

Conclusion,

f@) e .
€T —_—
V1—a2 Y
1
& ﬁ:yQ car 1 —2? >0ety>1> 0+« important
—x
1
& lsz:—Q car 1 —z2 #0et y> #0
Y
1 y2—1
2 __
< Z—l*yfz— y2
y*—1
& Tr = 5 carx}()ety271>()cary>l
y
21
= x:yi car y = 0.
Y
_ y?—1
Vy € [1;+o0f, flwr:—77—.

3.5 Soit f:x+— 21;135. Pour tout x > —1, x > —% donc 2z + 5 # 0. Donc f est bien définie et méme continue
et dérivable sur [—1;+o00[ comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur ne s’annule

pas. De plus,

20 +5-2(x+43) 1

(22 + 5)° (e +5)%

Vo > —1, I ()

Donc pour tout z > —1, f/(x) < 0. La fonction f est donc strictement décroissante sur [—1;+o00[. Enfin,

F-1)=2 et

On a donc

8 |w

1

5"

3 1+
lim f(z)= lim T lim
z—+00 z—+o00 20 4+ 5  w—+oo 24

8 |t

o f est continue sur [—1; +o0],

o [ est strictement décroissante sur [—1;4o0].

Donc par le théoreme de la bijection,

Soient z € [—

y = f(x)

Conclusion,

1 2
f définit une bijection de [—1;+oc[ dans J = | lim f(x); f (1) { = } X g}

x—+00

1;+o0f et y € ]%, %} On a les équivalences suivantes :

- r+3
2z 45 —Y
& x+3=y(2x+5) car 2x + 5 # 0 + important pour la réciproque
& x(2y—1)=3-5y
3-5 1
& x:2y_z; cary;éi.
3—5y
V € _1, , -1 = .
y € [—1;400] ) 2y 1

7]
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3.6 Soit f : x + e?* —2¢%. La fonction f est définie, continue et méme dérivable sur R comme différence de

fonctions qui le sont donc notamment sur I = [In(2); +o00[. De plus,
Ve el, f(z) =2e* —2e" = 2e” (e” —1).

Pour tout x > In(2), e* > 2. Donc €* —1 > 1 > 0. Ainsi, pour tout « € I, f’(x) > 0. La fonction f est donc
strictement croissante sur I. Enfin, f (In(2)) = 22 —2en() =t 2 x 2 =4 -4 =0ct

lim f(z)= lim e** —2¢” = lim e”(e® —2) = +oo.
T——+00 xr——+00 xr—r+00

On a donc
o f est continue sur I = [In(2); +o0],
e f est strictement croissante sur I.
Donc par le théoreme de la bijection,

f définit une bijection de [In(2); +oo[ dans J = |f (In(2)); lim f(z)| = [0; +oo] = R4.

r——+o0

Soient x € [In(2); 400 et y € Ry. On a I'équivalence suivante :
y=f(x) & e® _2e” = y.
Posons X = e®. Des lors,
y=f(x) & X2 _2X =y & X2 -2X —y=0.
Posons A le discriminant associé, on a A =4 +4y =4 (y+1). Puisque y > 0, y + 1 > 0 et donc A > 0.
Le polynéme admet donc deux racines L@ =1—+IT+yetl++/1+y. Ainsi,

y = f(x) & X=1—/14y OoU X =1+ /1+y.

Or X =e">0etpuisquey>0,1+y>1 = J/I+y>21 = 1—/T+y<0. Ainsi, X #1—-/1+y.

Nécessairement,

y=fz) & X=1+T+y & e =1+Ity & a=h(1+/1+y).

Conclusion,

¥y € In(2);+oo[, =W (1+/I+y).

4. Etude asymptotique.

4.1 Soit f:xz+—In (x3 + 22 + 1). On note que f est notamment bien définie sur R . De plus,

lim f(z)= lim In(u) = 4o0.

r—+o0 u——+o0

Regardons alors f(z)/z. Pour tout > 0, on a

f(z) _ In (333 + 2z + 1)

x x
_ @+ +5))
B x
~ 3In(z)+In(1+ &+ )
x
:31n(a:) n In(1+ %+ %)
x x
In(z) In(1+ %+ )

= 0. Ainsi,

Par croissance comparée, on a lim =0et on aaussi lim
z—+o00 I T—r 400 X

lim M

r—+o0 X

=0.

Conclusion,

le graphe de f admet en +oo une branche parabolique de direction horizontale (Ox). ‘

8]
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4.2 Soit f :x+— 42’ +1 - Op note que la fonction f est bien définie sur |—1; +oo[ notamment. De plus,

(z4+1)*"
403 1+ 1 + 1
lim f(z) = lim %74””32 = lim 4:107132 = +o00.
T—r+o00 T—+o00 I (1_’_%) T—+00 (1_’_%)
Puis,
1 1+ L 1+ L
lim M: lim 7X4x7zJQ: lim 4><73”32:4.
rz—+o00 I r—+oo I (1 + %) T—+00 (1 Jr%

Ensuite, pour tout x > —1,

423 +1
T=—g —
(x+1)
_4x3+174x(x2+2z+1)

B (z+1)*
8z —dz+1
(z+1)°
81214 5 — gox
(141
RS
(1+3)°

4x

Par conséquent,
lim f(z)— 4z = -8.

T—+0o0

Conclusion,

‘Le graphe de f admet une asymptote oblique en 400 d’équation y = —4x — 8.

4.3 Soit f : x+— vx* 4+ 22 + 1. La fonction f est bien définie sur R, notamment et

lim f(z) = +o0.

r— 400

Puis, pour tout z > 0,

1 211 4 211 1
Wi BN GES ES N pywvm
T x 2 2
Ainsi,
lim Lz) = 400.
r—r+00 X
Conclusion,

le graphe de f admet une branche parabolique de direction verticale (Oy). ‘

4.4 Soit f :x — % Pour tout z € R, e +1 > 1 > 0. Donc la fonction f est bien définie sur R. De plus,

lim e® = 0. Donc
xr—r—00
2 xT
lim f(z)= lim rrae —00

T——00 z——oc0 e% 41

De plus, pour tout z < 0,
fla) 1425

x 14e*
Donc

Puis, pour tout z < 0
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Or par croissance comparée, lim —xze® = 0. Donc
r—r—00

lim (f(z)—x)=0.

Tr—r—00

Conclusion,

‘le graphe de f admet une asymptote oblique d’équation y = —x en —oo.

Soit f : x — Va2 4 3z. La fonction f est notamment bien définie sur [0; +oo] et

lim f(z)=4o0.

T—r+00

De plus, pour tout x > 0,

f@)  Va?+43z 3
z x _\/1—1—;'

Donc

Puis pour tout x > 0,

f(x)x\/x2+3x:cx<\/1+i1).

Pour lever « I'indéterminé » multiplions par le conjugué :

1+2-1 3
fle)—xz=2x z = .
1+241 1+241
Donc 3
li —z)=_.
Jm (f(z) —2) =5
Conclusion,

3
le graphe de f admet en 400 une asymptote oblique d’équation y = x + —.

2
5. Comparaison asymptotique.
5.1 On a les égalités suivantes :
f() . 22 +3x+1 . 1+3+ L
im ——= = lim § > = = lim vz = - -
a—+oo g(x) w00 \/x3 + 52 — 3z + 2 z—+oo 1+2-3 42
Or
3 1 5 3 2
lim 1+—-+—=5=1 et lim 1+—-—=+—==1
=400 z  x? z—+400 x x2 3
Donc par quotient lim,_, .. ——=2==— = 1 puis par produit,
et donc lim @ =0.
z—+o0 g(x) e+oo f(z)
Conclusion,
@) = o) & o) < I
5.2 Posons u = % — 0. On a alors les égalités suivantes :
T—> 00
. 3 . .
sin (2 sin (3 sin (3u) 3
lim @ = lim 1(9”) = lim sin (3u) = lim sin ( u)—u
z—+o00 g(x) z—+o00 =5 u—0  u2 u—=0  3u  u?
x u>0 u>0
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sin (3u sin (v 3u 3
Or d’apres le cours, en posant v = 3u — 0, lim (3u) = lim J =1let lim — = lim — = +o0.
u—0 u—0 3u v—0 v u—0 U u—0 u
u>0 u>0 u>0
Donc par produit,
x T
lim M = +00 et donc lim & =0.
z—+oo g(x) v=rtoo f(x)

Conclusion,

gle) = o(f(x)) &  gl@) < [flz)

T—+00 r—+00

5.3 Posons u = 5 — +oo. Alors, on a
T 20

3
T e 22
lim M = lim = lim ue3* =0, par croissance comparée.
x—0 g(x) x—0 372 u—+00
Conclusion,
f@) =, olg(x))
5.4 Posons u = ﬁ ;)) 400. Alors,

x>0

lim f@) _ lim v/zln(x) = lim ) = lim —-2—~
) 2 S T

Donc par croissance comparée,

f(z)

m
220 g(x)

Conclusion,

flz) = o(g(x)) &  [fl@) < g(z)

z—0 z—0

5.5 Pour tout x # 0, au voisinage de 0, on a les égalités suivantes :

g(z) sin (2?) _ sin (2?) z? _ sin (2?) 1
@) 3ot VaTEIR gy BTy P 2 2

Or, en posant u = 2 —6 0, d’apres le cours,
T—

. 2 .
S \
im ) (,f ) g S0
z—0 x u—0 u

3 2 2
De plus lim ( + \f2|x| 1+ 4> = 0. Donc par produit,
z—0 \ T €T x

im %) _ g,

z—0 (Jj)

Conclusion,

11/11]



