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Correction de l’interrogation 27
Intégration

1. (a) Enoncer I'inégalité de la moyenne.

Solution. Soient (a,b) € R? et (f,g) € € ([a;b])*. Puisque f est continue, SUDP,c(q0) | f(2)] existe dans R.
De plus, puisque a < b,

1< s 159 |/|g ()] dt.

ze asb

(b) Enoncer le théoréme fondamental de I’analyse.
Solution. Soient I un intervalle de R, f € € (I), a € I et A € R. Alors la fonction

F I—-R
xr—>A+/ ft)dt

existe, est continue et méme ¢! sur I et est I'unique primitive de f sur I vérifiant F(a) = A.
(¢) Enoncer le théoréme de comparaison.
Solution. Soient (un),cy €t (vn), ey deux suites numériques. On suppose que

dng € N, Vn > ng, 0 < up < vp-

Dans ce cas, si E vy, converge, alors E Uy converge.
neN neN
Par contraposée, si g uy, diverge, alors g vy, diverge.
neN neN

1
2. Déterminer la limite de I,, = / dz quand n — +o0.
0

1 +e nx
Solution. Pour tout z € [0;1] et n € N, on a 1+ €™ > e™*. Donc 0 <
lintégrale (car les bornes sont dans le bon sens) :

1 —ngqz=1 )
ogfng/ e*mdx:{e } :176.
0 =0

i +em < e ™. Donc par croissance de

-n n
. 1l—e™" R
Or lim ——— = 0. Donc par le théoreme d’encadrement,
n——+oo n
lim I, =0.
n—-+oo
n—1 1
3. Déterminer la limite de la suite (uy),, cy. définie pour tout n € N* par u,, = ];) TR
Solution. Pour tout n € N* on a
1 1
Un =~ Z k-
ni—1+35

Posons f : t —

k
1+3t La fonction f est continue sur [0; 1] et pour tout n € N*, u,, = -~ Z f (5) On reconnait

donc une somme de Riemann. Ainsi,

1 1 t=1
- uﬂ:/ f(t)dt:/ L e {1n(1+3t)} _ In(4)
=00 o o 1+3t 3 — 3

Conclusion,
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4. Soit ¢ : T — / (1/%) 4¢. Déterminer le domaine de dérivabilité de @ et calculer sa dérivée.

Solution. Soit f : t ~ ei. La fonction f est continue sur R*. Soit € R*. On observe que [1:1] CR* siet
seulement si 2 > 0 i.e. z > 0. La fonction f est continue sur I'intervalle ]0;+oo[ et 1 € ]0;+oo[ donc par le

théoreme fondamental de ’analyse,
R*

E T /etzdt

est bien définie, continue, dérivable sur R7 et est I'unique primitive de f sur R% s’annulant en 1. De plus, pour

tout x € R,
== () =o-r (2) -—+(2)

Ainsi, en tant que composée de fonctions dérivables sur R% , on en déduit que ¢ est dérivable sur RY et

2

1 1 1 1 e
* ’ _ / o "
Vo € R, cp(x)f—ﬂF (5>*ﬁe(l/')2 =5

Conclusion, | ¢ est dérivable sur R | et

ordre 2 entre 1 et z € [1;400[ et montrer

que son reste est majoré par 128\/5 (x — 1) .

Solution. Soit z € [1;+o0o[. La fonction f est ¢ sur [1;+oo[ donc sur [1; 2] et pour tout ¢ > 1,

o Sl2
T = 7 ™ aar o
" _ (_3/2) _ 3
fe = 21+ 41+
o~ B 15

e

Ainsi, par la formule de Taylor-Lagrange,

-3 0 e

FO®) =11

< sup
te[l;x]

Autrement dit,

‘f(x)—(l—x_l—&- 3(x—-1) )‘g sup 15 |z — 1)
V2 42 4Ax 42 x2 tefia] |8 (1+¢)7/2] 6
Ou encore
1 1 z—1 3(@x-1)7 15 |z —1)°
itz V2 e sva | S 8(1+1)7/?| 6

Or pour tout ¢ € [1;2],0 <2< 1+t <1+ 2 donc 0 < 82 < (1—&—15)7/2 et W < sf Ainsi,
15 < 15
sup < .
te[Lie) |8 (1 + 16)7/2 642
Conclusion, puisque x > 1,
13 ) 3
— < x—1)".
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