Mathématiques PTSI, Int16 Cor 2025-2026

Correction de l’interrogation 16
Continuité-dérivabilité

1. (a) Enoncer la caractérisation séquentielle de la limite.

Solution. Soient a € R, | € R, I un voisinage de a et f : I — R. Alors les deux points suivants sont
équivalents :

i. :llE)I}l flz)=1

ii. pour tout suite (uy),y tendant vers a, on a (f (un)), oy qui tend vers [.

(b) Enoncer I'identité des accroissements finis.
Solution. Soit (a,b) € R%, a < b. Soit f une fonction continue sur [a; b] et dérivable sur Ja; b[. Alors il existe
¢ € |a; b tel que
f(b) = f(a)

b—a
(c¢) Donner la définition d’'un maximum, d’un minimum d’une partie.
Solution. Soient A € & (R) et (m, M) € R2. On a les définitions suivantes :

= f'(e).

m = min (A) & meA et Vre A, m<zx
M = max (A) & MeA et Vee A, =< M.
2. (a) Donner la définition rigoureuse de « la fonction f est positive au voisinage a droite de 1 ».

(b) Montrer que la fonction g : ¢ — —amgy est minorée sur [0; 1],
Solution.

(a) La fonction f est positive au voisinage & droite de 1 s’écrit

(I >0, Vaellil+n,  f2)>0]

(b) La fonction arcsin est continue sur [0; 1] et la fonction exponentielle est continue sur R donc par composée,
la fonction g : ¢t — m est continue sur le segment [0;1]. Or par le théoréme des bornes atteintes,
toute fonction continue sur un segment est bornée et atteint ses bornes. Donc g est bornée sur [0;1] et
atteint ses bornes. Notamment,

‘ g admet un minimum. ‘

3. Montrer que f : 2+ In (1 + x?) est 1-lipschitzienne.
Solution. Pour tout x € R, 1 4+ 22 > 0 donc f est définie et méme dérivable sur R et

2x
Vx € R, "(z) = )
. P = s
Soit € R. On a les équivalences suivantes :
@) <1 o 1< fla) <1 & P

& —1-z? <2 <1422 car 14+ 22 >0
= 0<22+1+2% ET 0< 1+ 2% 22
& 0<(1+2)°” BT 0< (2 —1)%.

La derniére assertion étant toujours vraie, on en déduit que pour tout « € R, |f'(z)| < 1 et donc sup,cg |f'(¢)| <
1. Soient (z,y) € R?, x # y. Alors f est continue sur [x;y] (ou [z;y]), dérivable sur ]x;y[ (ou Jy;z[) donc par
I'inégalité des accroissements finis,

[f(@) = f)] < sup [f'(O)] |z —yl <sup|f(t)] |z —y[ <1 x|z -yl
t€]z,y| teR

L’inégalité reste vraie si = y. Conclusion,

’la fonction f est l—lipschitzienne.‘
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4. Montrer que la fonction f : x +—

est ¢! sur R et préciser f/(0).

z?In(x) siz >0
siz <0

Solution. On a d’une part,
lim f(z) = lim 0 = 0.
z—0 x—0
<0 <0
Et d’autre part, par croissance comparée,
lim f(z) = lim 2? In(z) = 0.

z—0 x—0
x>0 x>0

Donc lim, ¢ f(z) existe et
lir%f(x) =0= f(0).
z—>

Donc f est continue en 0. Or f est continue sur R* (comme comme produit de fonctions qui le sont sur R et
comme fonction nulle sur R* ). Donc f est continue sur R.

De plus, la fonction f est € sur ]0; +o0o[ comme produit de fonctions qui le sont et sur ]—oo; 0] comme étant
la fonction nulle. Donc f est ¢! sur R*. On a également,

Vi€ R, ) = {2x1n(x)+m2><i:2mln(x)+x siz>0

o six < 0.

D’une part on a
lim f/'(z) = lim 0 = 0.
z—0 z—0
<0 <0
D’autre part, par croissance comparée,
lim f/'(z) = lim 2z In(z) + = = 0.
z—0

x—0
x>0 z>0

Donc limg—o f(z) existe et
x#0
lim f'(z) = 0.
z—0
z#0
Ainsi,
e f est continue sur R.
o fest €' sur R*.
e limg,0 f'(x) existe et vaut 0.
z#0
Donc par le théoréme de prolongement €, f est € en 0 et f/(0) = 0. La fonction f étant aussi € sur R*, on
en conclut que

’f est €' sur Ret f/(0) = O.‘

. Déterminer un développement limité a 'ordre 3 en 0 de f : z +— ﬁ — i

Solution. On a

8z%  322° 5 ( 223 2zt 4 >

sh(2z) = 204 ==+ o5 Fo(2) = 2o(1+ 5+ 7z +o(a") ).
Donc
11 1

sh (2z) =0 221 + % + % +o(zt)

Or H% o 1 —u—+u®+ o0 (u?). Posons u(x) = % + % + o (x*). Alors

. u(x);))O

e De plus,
23 2zt 223 2zt

u?(z) = <?+T5+0(z4)) <?+T5+0(x4)) =0 T+0(I4)'
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Ainsi,
1 273 224 4 4zt 4 4 1
1) 25 (1= 5 = S +o @)+ oY) 1o ) -
2?2 23 228 3
S0 s e ol
_ 2t (=(3410)27 (2?)
Conclusion,
(@) = x? Tl " 3
f$w:0_3+45 o)




