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On définit la suite de polynémes (P,)

Corrigé du Devoir Surveillé 6
Continuité et dérivabilité, suites,
polynoémes

Probleme I - Polynoémes

nen+ Par récurrence par Py = X — 1 et

Vn > 1, Poii=P,+(n+1)X" (X -1).

Partiel : Casn=2et n=3

1. Par construction,

Po=P 42X (X -1)=X-142X(X-1).

Donc d’une part,
Py =2X%-X —1.

D’autre part, en factorisant,
1
PQZ(X—1)<1+2X):2(X+§) (X —1).

Conclusion,

1
P2:2X2—X—1:2<X+2)(X—1).

A T’aide de la question précédente, on a
Py =Py +3X*(X —1).

D’une part,
Py=2X2-X-1+3X3-3X2=3X>-X?2_X—1.

Ainsi,

Py=3X%-X%2_-X-1.

D’autre part,
1
P3:2(X+2> (X-D4+3X*(X-1)=(X-1)(2X +143X%) = (X - 1) (BX*+2X +1).

Soit A le discriminant de 3X2?+2X+1.Ona A =4—12 = —8 < 0. Donc 3X2+2X +1 est irréductible
dans R[X]. Conclusion, la factorisation de P3 dans R[X] est donnée par

Py=(X-1)(3X?+2X +1).

On note D = {z € C | |z| < 1}. Par la question précédente, le discriminant de 3X? + 2X + 1 vaut

A = -8 c R_ donc 3X?% + 2X + 1 admet deux racines complexes conjuguées données par
—2-2v2i _ 1+/2i ot —2+2v2i -1+ /2i
6 3 6 -3
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Dés lors, la factorisation de P3 dans C[X] est

P =3(X 1) <X+1+ﬂi) (X+1_\/§i>.

3 3
Les racines de P53 sont donc ry =1, ro = —1+T‘/§i et rg = _1%\/51 On a bien r; € DU {1}. De plus,
VT2 V3 VIT? 3
|'I"2’: 3 :?<1 et ‘7“3|: 3 :?<1

Donc ro € D et rg € D. Conclusion,

‘les racines de P3 sont dans DU {1}. ‘

4. On considére ’équation polynomiale suivante (E) : P’ (X 2) =2P+2X +1,
d’inconnu P € R[X].
(a) On rappelle que P, = 2X? — X — 1. Donc P; = 4X — 1 puis P; (X?) = 4X? — 1. D’autre part,

2P, +2X +1=4X?-2X —2+2X +1=4X?—1. Donc on a bien Py (X?) = 2P, +2X + 1.
Conclusion,

‘Pg est bien UNE solution de (F). ‘

(b) Soit P € R[X]. Supposons P solution de (F). Alors,
P'(X?) =2P+2X +1.

Notons n = deg (P). Premier cas, n > 2. Alors d’une part deg (P') =n — 1 et deg (P (X?)) =
2(n —1) = 2n — 2. D’autre part, n > 1 donc deg (2P + X + 1) = deg (P) = n. Ainsi,

deg (P’ (X?)) =deg(2P+ X +1) &  2n-2=n & n=2

Second cas, n < 1. Dans tous les cas, n < 2. Prenons donc maintenant P quelconque dans Ro[X] :
il existe (a,b,c) € R? tel que P = aX? + bX + c. Dés lors, on obtient les équivalences suivantes.

Psolutionde (E) & P (X?)=2P+2X+1
& 20 (X?) +b=2aX?+2bX +2c+2X +1
& 20X?+b=2aX?+(264+2) X +2¢c+1

2a = 2a
= 0=2b+2 par unicité des coeflicients d’un polynoéme
b=2c+1
b=-1
-
c=—1

& P=aX?’-X—1.

Conclusion, I’ensemble des solutions de (E) est donné par

Ip={aX’-X-1€R[X]|acR}.

NB : on retrouve bien pour a = 2 que Py € /5.
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Partie 2 : Détermination des P,

5. Par ce qui précede, on observe que deg (P1) = oy = 1, deg (P2) = g = 2 et deg (P3) = a3 = 3. On
intuite donc que deg (P,) = a,, = n. Posons pour tout n € N*,

P(n): «deg(Pp) =0y =mnn.

Initialisation. Sin = 1, alors P, = X — 1. Donc deg (P;) = a; = 1. Donc (1) est vraie.

Hérédité. Soit n € N*. Montrons que #(n) = Z(n+ 1). Supposons Z(n) i.e. deg(P,) = a, = n.
Montrons &(n + 1). Par construction,

Poi1=P,+(n+1) X" (X —1).
Or par hypothése de récurrence, deg (P,) =n < deg((n+1) X" (X —1)) =n+ 1. Donc
deg (Py41) =n+1 et ant1 =n+ 1.

Donc & (n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N*, &(n) est vraie :

‘Vn e N*, deg(P,) = an =n.

6. On observe que 1 est une racine de P;, P» et P3. Posons pour tout n € N*,
P(n):  «1 estracine de P, ».

Initialisation. On a P = X — 1 donc 1 est une racine de P; et donc (1) est vraie.
Hérédité. Soit n € N*. Supposons Z(n) : P,(1) = 0. Montrons Z(n + 1). On a

Poi1=P,+(n+1) X" (X -1).

Donc
Poi1(1)=P,(1)+0=0 par hypotheése de récurrence.
Donc 1 est racine de P11 et Z(n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N*, &(n) est vraie :

‘Vn € N*, 1 est une racine de P,. ‘

7. Posons pour tout n € N*,
P(n): «Vr>1 Py(x)>0n».

Initialisation. On a P, = X — 1 donc
Ve>1, P(z)=z—-1>0.

Donc (1) est vraie.
Hérédité. Soit n € N*. Supposons #(n) : Vo > 1, P,(x) > 0. Montrons #(n + 1). Pour tout « > 1,

on a
Poii(x) = Pp(x)+(n+1) 2" (x—1) > 0.
~—— N~
>0 >0 >o
Donc & (n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N*, &(n) est vraie :

‘Vn e N*, Vo € ]1;+o00[, Py(z)> O.‘
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8. Soit n € N, n > 2. Par construction,

Vke[l;n—1], Py —Po=((+1)X"X-1).

Donc . .
> (Poy1—P) =Y (k+1)XF (X —1).
k=1 k=1

Or on reconnait une somme télescopique a gauche. Conclusion,

n—1
Po—Pi=> (k+1)XF(X-1).
k=1

9. Soit n € N*. On reconnait a nouveau une somme télescopique. Donc

n—1
S [+ 1) XFF - kXF] = nX" =0 x 1 =nX™.
k=0
Conclusion,
n—1
S [+ 1) XM — kXF] = nxm,
k=0

10. Soit n > 2. Par la question [8]on a

n—1

Po=P+)Y (k+1)X"(X-1)
k=1
:X—1+§(k+1)Xk(X—1)
k=1

i
L

(k+1) X% (X —1)

k=0
n—1
= [+ 1) X5 — (k4 1) XF]
k=0
n—1 n
= [+ 1) XFT - pXF] - 3 XK,
k=0 k=0

Par la question précédente, on a P, = nX" — ZZ;& X*. On note que la formule reste encore vraie si
n =1 car P, = X — 1. Conclusion,

n—1
VneN*, P,=nX"-> X"
k=0

Partie 3 : Multiplicité des racines

Soit n € N* et @, = (X — 1) P,
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11. En développant, on obtient
n—1 n—1 n—1
(X-DY xF=YxFx-1=) [xF'-X".
k=0 k=0 k=0
On reconnait une somme télescopique, conclusion,
n—1
(X-1> xF=x"-1.
k=0
12. Par la question [10/
n—1 n—1
Qn=(X-1)P,=(X-1) (nX"— ZX’“) =nX" —nX"— (X -1) ) X"
k=0 k=0
Par la question précédente,
Qn=nX"" —pX" - X"+ 1=nX"" - (n+1)X" +1.
Puis,
Q. =n+1)nX"—(n+1)nXx"1 car n > 1.
Conclusion,
Qn=nX"""—(n+1)X"+1 et Q. =Mn+1)nX"—(n+1)nX"1
13. Par la question précédente, on a Q!, = (n + 1)nX" "1 (X — 1). On en déduit directement que
1 est une racine simple de @/, et 0 est une racine de multiplicité n — 1 de Q.
On note bien que la somme des multiplicités correspond a n = deg (Q),).
14. Soit r une racine multiple de @Q,. Alors, r est de multiplicité supérieure ou égale a 2. Donc par

caractérisation de la multiplicité par les dérivées, on a Q,(r) = Q!,(r). En particulier, r est racine de
Q... Donc par la question précédente, » = 0 ou r = 1. Cependant,

Qn(0) =n0"" —(n+1)0"+1=1  carn>1.
Donc @,,(0) # 0 et 0 n’est pas racine de @,. D’autre part,
Q1) =n—(n+1)+1=0.

Donc r = 1 est bien racine. Conclusion,

‘ 1 est I'unique racine multiple de Q. ‘

Déterminons la multiplicité de 1 dans @,. On a @Q,(1) = @, (1) = 0. De plus, par la question
précédente, 1 est racine simple de @’,. Donc Q’,(1) = 0 (ok) et (@) (1) #1 < Q"(1) # 1. Donc
Qn(1) = Q. (1) =0 et Q7 (1) # 0. Conclusion,

‘ 1 est une racine double de @), i.e. de multiplicité exactement 2 de Qn.‘
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15. Montrons que P, ne posséde que des racines simples. Procédons par I’absurde. Soit r une racine
multiple de P,. Alors la multiplicité de r est supérieure ou égale & 2 donc (X — 7“)2 divise P, :

IR, e RIX], P, = (X —r)’R,.

Donc
Qn=(X—-1)(X —7r)’R,.

Ainsi, (X — r)2 divise ), et donc r est une racine multiple de @Q,,. Donc par la question précédente,
r=1.0rQ,=(X-1)(X -r)?R, donc

Qn = (X -1)>R,.

Cela implique que r est une racine de multiplicité au moins 3 de @,,. Or nous avons vu que 1 est
racine double de @),,. Contradiction. Conclusion, P, ne possede pas de racine multiple :

‘Pn ne possede que des racines simples. ‘

16. Par le théoreme de d’Alembert-Gauss, tout polynéome de degré n admet exactement n racines com-
plexes comptées avec multiplicités. Or par la question précédente, toutes les racines de P, sont simples
et par la question [5.| deg (P,,) = n. Conclusion,

’Pn possede exactement n racines (réelles ou complexes) distinctes.

Partie 4 : Localisation des racines

Soit n € N*.

17. Soit z € C tel que |z| > 1. Par 'inégalité triangulaire, on a

n—1 n—1
k=0 k=0

Puisque |z| > 1, alors pour tout k € [0;n — 1], |2|¥ < |2["™ < |2|™. Donc

n—1 n—1 n—1
sz<2\z\”:]z]”21:n]z\"
k=0 k=0 k=0

Conclusion,

<nlz".

n—1
> 2
k=0

18. Procédons par I’absurde. Soit z € C, tel que |z| > 1 et z racine de P,,. Alors,

P,(z)=0.
Donc par la question [10]
n—1 n—1 n—1
nz"—szzo & nz":sz = nlz|" = sz
k=0 k=0 k=0

Donc par la question précédente,

nlz|" < nlz|" contradiction.

Conclusion,

P, n’a pas de racine dont le module est strictement plus grand que 1.

/o1
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19. Soit z € Uy, \ {1} une racine n-iéme de I'unité différente de 1. Alors, par la question [10]

n—1
P,(z) =nz" — Z 2~
k=0
n—1
Puisque z € Uy, 2" = 1. De plus, z € U, \ {1} donc on sait que Z 2F = 0. Ainsi,
k=0
P, (z) =n#0.

Conclusion,

‘Vz €U, \ {1}, =z n’est pas racine de P,.

20. Soit z € C tel que z # 1 et |z| = 1.

(a) Soit Dy = {2/ € C ||z’ + 1] < 2}. Dy est 'ensemble des complexes dont la distance & zyp = —1
est strictement inférieure a 2. Donc Dy est le disque ouvert de centre —1 et de rayon 2 :

(b) Par le cours,
|2+ 1 = 2] + 2Re (21) + [1> =1+2Re(z) +1  car |z = L.

Conclusion,

241> =2 (1 +Re(2)).

(¢) On sait que |z| = 1 autrement dit que z est sur le cercle unité z € U. Donc —1 < Re(z) < 1. Or
z # 1. Donc nécessairement, Re (z) < 1. Ainsi, par la question précédente,

z+1P<21+1)=4 = lz4+1| <2,  carlz+1]>0.

Conclusion,
IE!!!!!I

(d) Procédons par I’absurde et supposons z racine de P,. Alors par la question m

n—1 n—1
P,(2)=0 & nz" — Z 2F & nz'" = Z 2*,
k=0 k=0
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Supposons n > 3. Alors,
n—1
nz”:1+z+sz.
k=2

Donc par I'inégalité triangulaire,

n—1
1+z+2zk
k=2

nlz" =

n—2 n—1
S\l—i—z\—l—Z‘zk‘:\l—i—z\—i—Zl car |z| = 1.
k=2 k=2

Donc
<|1+z[+n—-2<24+n—-2=n par la question précédente.

Donc n < n contradiction. Si n = 2, alors
2:2 =14z = 2 = ‘222’ =14+2z<2 par la question précédente.
On retrouve une contradiction. Dernier cas, si n = 1, alors

z=1, ce qui est aussi exclu.

On a donc bien une contradiction dans tous les cas. Conclusion,

z n’est pas racine de P,. ‘

21. Par les questions précédentes, on a vu que P, n’a pas de racines dans {z € C | |z| > 1} ni dans
{z € C\ {1} | |z| = 1}. Enfin, on a vu que 1 est racine simple de P,. Conclusion,

‘Pn possede une unique racine de module supérieur ou égal a 1 qui est z = 1. ‘

Et comme P, posséde exactement n racines simples distinctes, il a nécessairement n — 1 racines
localisées dans D.

Probléme II - Suites

Partie 1 : La série harmonique

1
On appelle série harmonique la suite (H,,), . définie pour tout n € N* par H,, = Z T
k=1

1. Montrons que (Hy), cy- est strictement croissante et minorée par 1. Soit n € N*. On a

L |
z::%in—i-l > 0.

Donc la suite (Hp),, o+ est strictement croissante. De plus, par sa stricte croissante on obtient égale-
ment,

3
+

aﬂké

l¥n+1

>
I

vneN, H,>H =) -=1

Conclusion,

la suite (Hp), o+ est strictement croissante et minorée par 1.

2. Soient (a,b) € R?, a < b, f une fonction continue sur [a; b], dérivable sur ]a; b[, alors par 'identité des
accroissements finis, il existe ¢ € ]a; b[ tel que
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3. Soit k € N, k > 2. La fonction In est continue sur [k;k + 1] et dérivable sur |k;k + 1] donc d’apres
I'identité des accroissements finis, il existe ¢x € |k; k + 1] tel que

1n(k:+1)ln(k):1n’(ck)(k:+1k)zclk.

Or ¢, =2 k > 0, donc a % Ainsi,

| =

ln(%) =In(k+1)—In(k) <

De méme sur [k — 1;k] (car k — 1 > 0), il existe dj, € |k — 1; k] tel que

1 k )_ 1

1 (7’“ )>l
HVEEY R

k—i—l) 1 ( k )
> — ) < =< — .
Vk > 2, ln( 3 P S <In p—

4. Soit n > 2. En sommant entre 2 et n l'inégalité précédente, on a

° k—+1 "1 n k
Zl( )< pexm(zty)
k=2 k=2

Ordk<k>0d0nci>%etdonc

Conclusion,

Ou encore
n n

> Mn(k+1)—In(k)] <H,— 1<) [In(k) - —1)].

k=2 k=2
On reconnait de chaque c6té une somme télescopique :

In(n+1)—In(2) < H,—1<In(n) —In(1) =In(n)
Enfin,In(n+1) —In(2)+1=In(n+1) —In(2) +In(e) = In (n + 1). Donc, pour tout n > 2,
In(n+1) < In(n) + 1.

Sin=1,ona H =1,In(14+1)=In(2) >1<0+1=In(1)+ 1. Donc I'inégalité reste vraie pour
n = 1. Conclusion,

‘VnEN*, ln(n—i—l)angln(n)—i—l.‘

H
5. Montrons que H, ~ In(n)ie lim “_ = 1. Par la question précédente, pour tout n € N,
n—-+4oo n—-+4oo ln( )
n =2,
ln(n—l—l)< H, <14+ 1
In(n) In(n) In(n)

Op It _ m(n(+4)) | m(+d)

o). = () = () . Par conséquent,

lim In(n-+1) _
n—+oo  In(n)
D’autre part,

1
li 1+ ——=1.
e In(n)

/21
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Donc par le théoréme d’encadrement, on en déduit que

Hy
im =
n—-+o0o ln(n)

Autrement dit | H, ~ In(n)|et donc

n—-+o0o

~—

lim H, = +oo.

n—-+o0o

Partie 2 : Une suite implicite
Pour tout n € N*, on définit la fonction f,, par

1
Vo e R, fn(z) =€" ——.
nx
6. Soit n € N*. La fonction f,, est définie et méme dérivable sur R* comme différence de fonctions qui

le sont. De plus,

1
Vo € RY, fé(.%') =e” +@ > 0.
Donc la fonction f;, est strictement croissante sur R% . De plus f, est continue sur cet intervalle. De
plus,
lim fp(z) =1—00=—00 et lim fp(z) = +o0 — 0= +o0.
20 e

donc 0 € ]—o0; +00[. Donc par le théoréme de la bijection,

il existe un unique réel u, € R tel que f, (u,) = 0.

7. Soit n € N*. Calculons

1 1
fn <> = e% —_——_— = e% —1

n

Or % > 0 donc en > 1 et donc fn (%) > 0 = fy (uy). Donc par la stricte croissance de f,, on obtient
que

1
Vn € N¥, 0<u, < —.
n

1

8. Puisque - —+> 0, par le théoréeme d’encadrement, on en déduit que
n—-+00

La suite (uy),cy- converge et nll}g_loo U, = 0.

9. (a) Soient z € ]0;4o00[ et n € N*, on a

1 (n+1)—n 1

i 1 x — —
Jni1(z) — fu(z) =e —m_e +%_ nn+z nn+1)z

Conclusion,

vV € ]0; 400, Vn € N¥, fr1(z) = fulz) = M

10/]21]
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(b) Soit n € N*. Par la question précédente, en prenant x = u, > 0, on a

1

fn-i—l (un) — fn (un) = m > 0.

Or par construction, f, (u,) = 0. Donc
Jrt1 (un) >0 = frp1 (uns).

Donc par la stricte croissance de f,4+1 sur R* | on obtient que u, > u,+1. Ceci étant vrai pour
tout n € N*, on en conclut que

La suite (up), ey~ st strictement décroissante.

10. Par construction de la suite (uy),,cy-, ON 2

0= fn(uy) =e"r ——— & e = —— & e " = nu, car u, > 0.
Ny, Ny,

Conclusion,

Vn € N*, nu, =e "".

11. On sait que v, — 0 donc par continuité de la fonction exponentielle en 0, e7» — 1. Ainsi,
n—-+0o n—-+0o00

par la question précédente,

. Un . . _
lim — = lim nu, = lim e " =1.
n—+oo = n——+o0o n——+0o0o
Conclusion,
1
Uy ~ —.
n—+oo n

12. On pose pour tout n € N*, v,, = u,, — % ie u, = % + vp,. Alors par la question on a

1
n (— + vn) — o~ (atvn) & 1+ nv, = e~ nTUn
n

. 4o _ 1 1y: . 1 _ 1 1 _ 1
Or par la question précédente, u,, oo »to (5) Le. ~+up e - to (ﬁ) ou encore vy, s 0 (5)
Ainsi,
e_%_v" = e7%+0(%) .
- _1 1 = 1 U —
Posons u = —% 40 (). Alors, u N 0 et o(u) oo © (£).Ore o 1+ u—+o(u) donc
1 1 1 1 1
D) o) e(l)
n—+00 n n n/ n—+oo n n
Des lors,
1 1 1 1
1+nv, = 1——+4o0|-— & v = ——+tol3
n 00 n n n—+oo n n
Conclusion,
1
v n—+o0o n2.
Autrement dit,
1 1 1 < 1 >
tn = n—>_+oon_n2+0 n?

Le signe — est cohérent car on sait que pour tout n € N*, u,, < %

11/]21
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13. On pose pour tout n € N*, w,, = u,, — (% — #) e 0 (%) et 'on a u, = % - # + wy,. Alors,

1 1 1 1 1
eUn — o wtizUn _ o—ntizto(is)

Posonsu = —-i1+4+L40o(L) — 0. Alors
n—too N | nZ (n2)n4)+oo ’

o) e o) 2 el
Y ot U n T2 T\ R2 n 02 To\n2)) nsteenz T O\R2)"

oEto(uQ) = 0(1).

2
n——+oo n

e On a

Or e¥ :01+u+“—22+0(u2).D0nc

B ES WTERED) WYL RN
¢ e Tntm o 2 \n2 T\ 2 O\n2) notoo n T 2n2 T\ 2/

D’autre part, par la question pour tout n € N*,

u 11 1
e =nup=n|—-——5+wy =1——+nw,.
n o n n
Ainsi,
n T e n Tan2 T2 M e 2m2 T O\ 2
o e s s ro()
Wn n—+oo 2n3 to n3/’
Or Vn € N*, u,, = % — 7712 + w,. Conclusion,
11 1 1%3+< )
U = T w2 notoon n2 | 2n3 L O\nd

Partie 3 : La série associée

n
On pose pour tout n € N*, S, = Z up et T, = Sn—” On admet que la suite (7},),,cn- converge.
k=1
Notons T sa limite.

14. Montrons que pour tout p € N* et tout n > p+ 1,

1
0<T, <2 TP
n

n p+1

Soient p € N* et n > p + 1. D’une part, par la question [7.| pour tout k € [1;n], ux > 0. Donc par
somie,

n
Sn = Z ug > 0.
k=1
Or n > 0 donc par quotient, T, = % > 0. D’autre part, par la relation de Chasles pour la somme :

T":ﬁsn:ﬁkz_:lukzﬁ ’;uk+ Zuk carn > p+ 1.

k=p+1

12/21
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Donc
T, = i
Pl
™ =pt1
Or, toujours par la question |7 pour tout k € [p + 1;n], up < % < . Donc
S 1 & 1 S 1
T <=2+ = — =22y ——Zl_ 5  1n-p
noon, “ p+1 n mnp+1 n n p+1
=p+1 ——
indépendant de k
Conclusion,
. S, m—p 1
VpeN" Vnz2p+1l, 0<T,<—+ —_
n p+1

Déduisons-en la valeur de T". On sait que (75,),cy- converge vers 1. De plus, & p € N*, on a

S, — 1 1
lim 2 =0, et lim n—p = .
n—+oo N n—+co N p+ 1 p+ 1

Donc en passant a la limite quand n — 400 dans la question précédente,
1

WpeN, 0<T<——.
P pt1

Ceci étant vrai pour p € N* quelconque, on en déduit en passant a la limite quand p — +o00, 0 < T < 0.

Conclusion,
T =0.

On a vu que la suite (uy), - converge vers 0. Donc par le lemme de Cesaro, on en déduit que

Donc

Sn
— converge vers 0.
7 peNx

Puisque I'exponentielle est sa propre dérivée, I’équation de sa tangente en 0 est donnée par

y=e"(z—-0)+e' =z +1.

Posons pour tout € R, f(x) = ¢* —x — 1. La fonction f est dérivable sur R et pour tout z € R,
f'(x) = ¢ —1. Donc pour tout x > 0, f'(x) > 0 et pour tout z < 0, f'(z) < 0. De plus, f(0) =
e’ —1 = 0. Donc on obtient le tableau de variation suivant :

On observe donc que 0 est un minimum global de f i.e. pour tout € R, f(z) > 0. Conclusion,

VzeR, " >az+l
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18. Par la question en prenant x = —u,, on obtient que pour tout n € N*,

_ 1
Ny, =e % > 1 — u, = n+1Du, >1 & un>n+1.
Conclusion,
1
Vn € N*¥, > .
n Un 2

19. Or nous savions déja que pour tout n € N*, on a u, < % Par conséquent, pour tout £ € N*,

1 S ug < !
k+1 k
En sommant entre 1 et n, .
Z k Jlr { < 5n < He
On effectue alors le changement d’indice ¢ = k + 1 dans la premiere somme et on a
i 1 fasey | 1

—Z Hy =14 ——.

Par conséquent,

Donc pour tout n > 2,

H, 1 1 o Sh < Hy
In(n) In(n) (n+1)In(n)  In(n)  In(n)

Or par la question lﬁ—g) — 1. Donc

n—-+o0o

H, 1 1
li — =1-040=1= 1 .
n-rtoo In (n) 1In(n) + (n+1)In(n) + n-rtoo In (n)

Donc par le théoréme d’encadrement,

: Sn
lim =1.
n—+oo In (n)
Conclusion,
S, Mete In(n)
Des lors, par quotient,
T — Sn N ln(n).
n n—+too N

On remarque notamment que T, — 0 ce qui est cohérent avec la question
n—-+o00
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Probléme III - Continuité-dérivabilité

On considere 1’équation suivante d’inconnue une fonction f : R — R,

(%) V(zy) €R® 1 f@)fW)]f(z+y) = fl)+ f(y).

Soit f une fonction vérifiant 1’équation ().
Partie 1 : Préliminaires

1.

On suppose dans cette question et dans cette question uniquement que f est une fonction constante
sur R : il existe K € R, Vz € R, f(x) = K. Déterminons alors la valeur de K. Puisque pour tout
x € R, f(xr) = K, on a également pour tout y € R, f(y) = K. Des lors, par (%),

[1-K*K=2K & K=00U1l-K"=2
& K =0 oU K? = —1 impossible.

Conclusion, la fonction nulle est 'une unique solution constante a (%) :

On suppose a nouveau f quelconque. Montrons que f(0) = 0. Prenons x = y = 0 dans (% ). Alors,
[1=F0?]£(0)=2f(0) &  f(0)=0 0OU 1—f(0)* =2
& f(0) =0 ou f(0)? = —1 impossible.

Conclusion,

7(0) = 0.

Démontrons que f est une fonction impaire. La fonction f est définie (et méme continue) sur R et R
est centré en 0. Soit x € R, posons y = —z € R. Par (%)

1= f@)f (=2)] f(x—2)=f(2)+ f(-2).
Donc
(1= f(@)f(=2)] f(0) = f(z)+ [ (-=).
Par la question précédente, f(0) = 0. Donc
O=fl@)+f(-x) &  f(-z)=—f(2)

Ceci étant vrai pour tout x € R. On en conclut que

‘la fonction f est impaire. ‘

. Montrons que

Ve eR, [1-—f(z)?] f(2z)=2f(x).
Soit € R. Par (%) en prenant y = z,

1= f@)f (@) f (z+2z) = fz)+ fz).

D’ou directement,

Ve eR, [1-— f(z)?] f(2z)=2f(x).
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5. Montrons par ’absurde que la fonction f ne peut pas diverge vers 400 en 400. Supposons que

lim f(z)= +o0. Alors, on obtient les limites suivantes :
T—>+00

lim f(z)*> =400, lim [1- f(x)z] =—00, lim f(2z)=+o0.

T—+400 T—+00 T—-+00

Donc par produit,

Jim 1= f(2)*] f (22) = —o0.

Or par la question précédente, Vx € R, [1 - f(x)Q] f(2x) =2f(x) et ll)rj_l 2f(x) = 400. Contradic-

tion. Conclusion,

‘la fonction f ne diverge pas vers +00 en +00. ‘

6. Montrons que
V(z,y) €R% 1+ f(2)f(W)] f(z—y) = fz) - f().
Soit (z,y) € R2. En prenant §j = —y dans (%), on obtient
1= f@)f(=y)]f(@—y)=fz)+ f(-y)

Or par la question [3.|la fonction f est impaire donc f (—y) = —f(y). Conclusion,

V(z,y) €R? [+ f(@)fW)]f(z—y) = fz)— fy).

Partie 2 : Le cas dérivable

On suppose dans cette partie que la fonction f est continue sur R et dérivable en 0.

7. Soit x € R. Montrons que que pour tout h € R*,

fle+h)— fz)

f(h)
h .

h

=1+ f(z+h)f(z))
Soit h € R*. Par la question précédente, en prenant £ = x + h et § = x, on obtient que

L+ (@+0) @] f (@ +h—2) = f (+]) = f(z)
& [+ f@+h) f@)F(R) = f@+h) - ()
foy EB) _ fath) — )

& 1+ f(x+h)f(z)] h = h

Conclusion,

f(z+h) - f(z)
h

f(h)

Vh € R* —.
S s h

=1+ f(z+h)fz))

8. Déduisons-en que f est dérivable en z et donnons une expression de f’(z) en fonction de f(z) et f/(0).
Puisque f est continue sur R, elle I'est notamment en x et donc

lim f(z+h) = f(z).

h—0

Par produit et somme,

m (1+ f (z+h) f(2) = 1+ f(2)f(z) = 1+ f(2)”.

li
h—0
D’autre part, par la question baignoire, f(0) = 0. Donc, pour tout h # 0,
f(h) _ f(h) = F(0)
0

h h
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9.

On reconnait alors le taux d’accroissement de f en 0. Or par hypothese la fonction f est dérivable en
0 donc sa limite existe et

LB,
w T =T
h=£0
Par produit,
ty (14 £ (o) @) 20 = (1 g0) 1100
h£0

fle+h)—fz)
h

Par la question précédente, %in% existe donc la fonction f est dérivable en x et

h20
() = i TEXDZIE) gy o),
h=£0

Conclusion, ‘ f est dérivable en x ‘ et

fl@) = (1+ f(2)?) f'(0).

(a) On pose a = f/(0) et on suppose dans cette question que a > 0. Montrons que
vz eR, f'(z)=a.
Pour tout z € R, f/(z) = (1+ f(x)?) f/(0) = (1 + f(2)?) a. Or 1 + f(x)? > 1. Ainsi,

Ve eR, f'(z)>a.

(b) Montrons que pour tout = € R* | il existe ¢, € ]0;z[ tel que

f(@) =f'(ca) .

Soit # € R% . D’apres la question |8.|la fonction f est dérivable sur R donc notamment sur [0; x].
En particulier, la fonction f est continue sur [0; z] et dérivable sur |0; z[. D’apres le théoréeme des
accroissements finis,

f(z) — £(0)

z—0
Or par la question [2.[ f(0) = 0. Donc f/ (¢;) = f@) Conclusion,

Tz

Jez €10; 2, f (cz) =

Ve € R, de, €)0;2], f(x) = f (cz) 2.

(c) A laide de la question [5.| concluons a une contradiction. Par la question on a pour tout
1" (¢z) = a. Donc par la question précédente,

Ve e RY, f(z)=f'(cz)z >z car x > 0.

Or lirf ar = +oo car a > 0. Donc par le théoréeme de minoration, on en déduit que
T—r+00

lim f(z)= +o0.

T——+00

Cependant par la question [5.] nous avons établi que la fonction f ne pouvait pas diverger vers
+00.

’ On conclut bien & une contradiction. ‘

Donc «a ne peut pas étre strictement positif.
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On admet de méme que « ne peut pas étre strictement négatif et que donc nécessairement, o = 0.

10. Concluons que (%) admet une unique solution f continue sur R et dérivable en 0, que 1'on précisera.
Par ce qui préceéde, on a f'(0) = o = 0. Or par la question

Ve eR, f'(z)= (14 f(x)*) f(0).

Donc

Ve eR, f'(z)=0.

Par conséquent, il existe K € R tel que pour tout z € R, f(x) = K. Par la question |L.|on en déduit
que K = 0. Conclusion,

Vr€R, f(x)=0.]

On vérifie aisément que la fonction nulle est bien une solution de (%). On en conclut donc que

‘l’unique solution continue sur R et dérivable en 0 de (%) est la fonction nulle. ‘

Partie 3 : Existence d’un zéro

On ne suppose plus que f est dérivable en 0 et on reprend un cas plus général : on suppose f une fonction
continue sur R solution de (¥).

On veut montrer que f s’annule sur R’ . On procede par I'absurde et on suppose que Va € R, f(z) # 0.
On fixe a € RY.

11. On suppose que f(a) > 0. Démontrons que pour tout z € R%, f(z) > 0. Procédons par ’absurde et
supposons qu’il existe € R tel que f(x) < 0. Par hypothese, on sait que f(z) # 0, nécessairement,
f(z) < 0. Ainsi, la fonction f est continue sur R donc sur [a;z] (ou [z;a]) et change de signe entre a
et x. Par le théoreme des valeurs intermédiaires, on en déduit qu'’il existe ¢ € [a;x] C R% (ou [z;a])
tel que f(t) = 0. Or par hypotheése f ne s’annule pas sur R . Contradiction. Conclusion,

Ve eRL, f(zx)>0.

12. A l'aide de la question [6.| montrons que la fonction f est strictement croissante sur R* . Soit (z,y) €

(]Ri)2 tel que z > y. Par la question

fl@) = fly) =1+ f@)fW)] f(x—y).

Orz >0,y >0etz—y>0. Donc par la question précédente, f(x) > 0, f(y) >0et f(z—y) > 0.
Par somme et produit, on en déduit que

f(x)—fly) >0 & f(x) > f(y).

Ceci étant vrai pour tout (z,y) € (Ri)2, x >y, on en conclut que

la fonction f est strictement croissante sur Ri.

13. Déduisons-en que f converge vers une limite finie que ’on note £. Puisque f est strictement croissante,
par le théoréme de convergence monotone, on en déduit que

e OU f diverge vers 400,

e OU f converge vers une limite finie.

Or par la question [5.] la fonction f ne peut pas diverger vers +oo. Conclusion,

‘la fonction f converge vers une limite finie.

Notons ¢ cette limite.
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14.

15.

Montrons que ¢ = 0. Par la question
Ve eR, [1-—f(z)?] f(2z)=2f(z)
Donc par passage a la limite quand = — o0,
[1— %] ¢ =2t

Donc ¢ =0 ou
1-0%=2 & ¢* = —1 impossible.

Conclusion,
£ =0.

Déduisons-en une contradiction. Puisque f est strictement croissante sur R*

Ce qui contredit la question précédente :

‘on obtient bien une contradiction et donc I'hypotheése f(a) > 0 est fausse.

De méme, on montre que f(a) < 0 est impossible.

16. Par ce qui précede, nous avons vu que pour a € R, f(a) > 0 et f(a) < 0 sont impossibles. Donc
f(a) = 0. Or par hypothese, la fonction f ne s’annule pas sur R? . Contradiction. Par conséquent, on

en déduit que nécessairement f doit s’annuler :

JbeR:, f(b)=0.

Partie 4 : Conclusion du cas continue

Soient x € RY et § = {t e Ry | f(t)=0 } Par la partie précédente, on sait que S # () et on fixe b € S.

17. Montrons que pour tout m € N*, mb € §. On procede par récurrence. Posons pour tout m € N*,

P(m):«mbeS».

Initialisation. Si m = 1, alors mb = b € S par hypotheése. Donc Z?(1) est vraie.

Hérédité. Soit m € N*. Montrons que &Z(m) = Z(m + 1). Supposons &(m) donc mb € S.

Appliquons (%) avec x =mbet y =b:

[1 = f(0)f (mb)] f (b+mb) = f(b) + f (mb).

Or f(b) =0car be S et f(mb) =0 car mb € S par hypothése de récurrence. Donc

1—0]f(m+1)b)=04+0 <  f((m+1)b)=0.

Donc Z(m + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout m € N*, Z2(m) est vraie :

\VmeN*, mbes.\
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18. Montrons que pour tout n € N, 2% € S. Par la question

vz eR, [1— f(z)?] f(22) =2f(x).

En prenant ¥ = 3, on obtient également,

wen (@ lrm=n@) = 1()-3h-r@))re:

Or puisque b € S, alors f(b) = 0 et donc, en prenant x = b,

/(§)-
Q=4[]

Donc f (2%) = 0. Par récurrence, on obtient que

Puis en prenant x = g,

b i b
Vn € N, f<2—n)—0 ie. 2765.

19. Déduisons-en que pour tout (m,n) € N2, g"—f

donc par la question [2.| f (Zl—f) = 0. Deuxieme cas, soient m € N* et n € N. Posons b, = 5. Par la
question précédente, b, € S. Donc par la question en remplacant b par b,, on a mb, € S. Donc
g%b € S. Conclusion,

€ S. Premier cas, m = 0. Alors pour n € N, 72”—,? =0et
b

Y (m,n) € N2, ;n—: €S.

b LQ"LB

Soit x € R%.. On pose pour tout n € N, u, = 5 TJ’ ou pour t € R, |t| désigne la partie entiere de t.

20. Montrons que Er}rl u, = x. Par définition de la partie entiere, pour tout v € R,
n o0

u—1<|u| <u.

Pour tout n € N, en prenant u = 2%”,

AL 2" 2"

De plus, b > 0 donc 2% > 0. Donc

b b |2"x
Or lim z— — = lim z = z. Conclusion, par le théoreme d’encadrement,

n—-+00 2" n—+oo

lim u, ==x.
n—-+o0o
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21.

22.

Déduisons-en que x € S. Soit n € N. Posons m = LTLT“J € N. Par la question :

b 2" mb S
= |5 T &
Donc pour tout n € N,
f(un) =0.
Or lim wu, =z et la fonction f est continue sur R donc en x. Par caractérisation séquentielle de la

n—-+o00
continuité, on en déduit que

0= lim f(un):f(l‘)

n—-+00

Conclusion,
xeS.

Démontrons alors que (%) admet une unique solution f continue sur R que ’on précisera.

Analyse. Soit f une fonction continue solution de (¥ ). Par la question précédente pour x € R%, on
a obtenu que f(x) = 0. Donc la fonction f est nulle sur R%. De plus, par la question [2 f(0) donc f
est nulle sur R. Enfin, par la question [3.|1a fonction f étant impaire, la fonction f est aussi nulle sur
R_ et donc sur R.

Synthése. Si f est la fonction nulle alors par la question [1.|la fonction f est solution de (%) et est
bien continue. Conclusion,

‘f est continue sur R et solution de (%) & Ve eR, f(z)=0. ‘
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