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Corrigé du Devoir Surveillé 10
Intégration et représentation matricielle

Probleme I - Intégration

L’objectif du probléme est de déterminer un équivalent de n!. La premiere partie établie un équivalent a
une constante prés sans déterminer la constante. La seconde partie consiste a calculer explicitement cette

constante.
Partie 1 : un équivalent

On pose pour tout n € N*,

et

1. Soit n € N*. Par définition de v,, et de u,,

! (\/m (n+ 1)n+1 e 1 n! )

Up =

(n+1)! V/nnten

—In (m(n + 1):n(n +1) ne+11)
=1In <m <1 + i)ne_l)
—-vaa (1)),

Vn € N, Un:—l—f—(n—f—l)ln(l—}—l).
2 n

Conclusion,

2. On sait que In (1 + u) =, U 7+“§3+0(u3). En posant n — +00, u = £ — 0. Donc
u—

=t (orgm( ) s () (gt o ()
o=ty Ut ) e T G T e s

() ()
n—+oo 2n  3n? © n? 2n  4n? ¢ n?

=2 o)
notoo 1202 O\ 02/

Conclusion,
1
v ~ —.
" n—too 12n2
. 1 . . ,
3. On sait que Z — converge en tant que serie de Riemann d’exposant o > 2. Donc Z
n

neN* neN*

1

De plus pour tout n € N*, 15—

converge également. Or v,, ~ 12%
n——+oo 147

équivalents des séries a termes positifs,

E Un COnverge.
neN*

121

1

12n2

> 0. Donc par le théoréme des
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4. Pour tout n € N*|

vy =In (Un+1> =In (upt1) — In (uy) .

Unp,

Donc Z vy, est une série télescopique. Donc pour tout n € N*,
neN*

Z Op =0 (Upt1) —In (ug) = In (ups1) —In (e7") = In (upq1) — 1.
k=1

Par conséquent, pour tout n > 2,

n—1
1+—Z£:lm
u, =€ k=1 |
n
Or nous avons vu a la question précédente que (Z vk> converge. Donc par continuité de la
neN*

k=1
fonction exponentielle, on en déduit que | (u,),cy- converge | de plus,

C= lm u,= el
n—-+00

5. D’apres la question précédente C' = e'+° > 0 (tres important!!!). On a donc

nn™e " 1 _
un:fi ~ C & n!l ~ —ynn"e ™.
n! n—-+oo nﬁ+u>c
En posant a = % = ¢ 175 > 0, on obtient bien
Ja € RY, n! ~ aynn"e .
n——400

Partie 2 : calcul de «
Pour tout n € N, on pose

w/2
I, = / sin”(t) dt.
0

6. On a sans difficulté,
/2 T
Iy = / 1dt = —.
0 2

D’autre part,
pi
2

L = /OW/2 sin(t) dt = [— cos(t)]:z0 = —cos (?) + cos (0) = 1.

Conclusion,

Iy = -, et I, =1.

T
2

7. Calculons Is. Par linéarisation, on a

/2 ™/2 1 — cos (2t) r [sin(2)]"2 «
2 /0 sin”(t) dt ; 5 dt 1 7o

Conclusion,




Mathématiques PTSI, DS10 Cor Samedi 23 Mai 2026

8.

9.

10.

11.

12.

Soit n € N. On pose s = 5 —t. Sit=0,s=Fetsit= 3, s=0. Lafonctionh—)%—test‘ﬁl sur
[0' ”] et ds = — dt et donc par le théoreme de changement de variable,

'
I, = /_0 sin® (2 =) (~ds) = /O (cos (s))" ds.

car pour tout s € R, sin (5 — s) = cos (s). Ainsi,

(VB

YneN, I, :/ cos™ (s) ds.
0

Pour tout ¢t € [O; g],
sin (t) > 0.

Donc
sin” (¢) > 0.

Par croissance de I'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens
) b
I, > 0.

Conclusion,

\VneN, I,>0.]

Pour tout ¢t € [0; g},
0 < sin (£) < 1.

Donc par croissance de x — 2™ sur [0; 1],
(1) 0 <sin” (¢) < 1.
Donc par croissance de l'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens,
2 s
O<In</21dt:—.
0 2

Conclusion,,

i
la suite (1,,),,cy est majorée par 3

Soit n € N. On a vu a la question précédente que I, > 0. Procédons par ’absurde et supposons
que I, = 0. Alors la fonction ¢ — sin™(¢) est une fonction continue et positive sur [0; %] (vu lors
de 'inégalité a la question précédente) et par hypothese I, = [o /2 sin”(¢) dt = 0. Donc par la
propriété de séparation de l'intégrale, on en déduit que ¢ — sin™(t) est identiquement nulle sur [0; g]
Or pour t = 7, on a sin" (g) =1 # 0 ce qui est contradictoire. D’ou, I, > 0 et I,, # 0. Conclusion,

vneN, I,>0.
| |

On sait que pour tout t € [O; g],
0 <sin (t) < 1.

Donc pour tout ¢ € [O; g] et tout n € N|
0 < sin™™! () < sin” (t) < 1.

Donc par croissance de l'intégrale,
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13. D’apres la question précédente, (I,,),y est décroissante et minorée par 0 donc par le théoréme de
convergence montone,

la suite (1,,),,cy converge.

On note ¢ sa limite.

14. Soit € > 0.

(a)

On part a nouveau de I'inégalité énoncé précédemment que pour tout ¢t € [0; g],

0 < sin™ (¢) < 1.

Cette inégalité étant vraie pour tout t € [O; g], elle est notamment vérifiée pour tout ¢t €

[5 —&: %] Donc par croissance de l'intégrale (les bornes sont dans le bon sens : § —e < %),

us

0</E sin”(t)dt</§ 1dt:g—<g—5):€.

5—¢€ Z—¢€

Conclusion,

Vn €N, sin” (t)dt < e.

La fonction ¢ — sin (t) est croissante sur [0; ]. La fonction x — 2™ est croissante sur [0;1]. Donc

par composition, la fonction ¢ — sin™ () est croissante sur [O; g] et donc sur est croissante sur
[O; 5= E]. Ainsi, pour tout t € [0; 5= E],
7r
0 < sin” (¢) < sin” (5 - 5> .
Donc par croissance de l'intégrale,

37
OS/ sin (t)dté/
0 0

(ME]
|
®
w
—
=]

3
/~
\
|
m
N——
o,
~
Il
w
.
=]

3 3
/
S

|
™
—
S—
(VB
|
o
[—
Q.
~

Or, g —e< g De plus sin” (g — E) > 0 donc

a (52) (5-2) <o (5-) 5.

77¢ . ™
Vn € N, / sin” (t) dt < sin” (— - 5) 5
0

Conclusion,

Par la relation de Chasles,
3¢ 3
WneN, I,— / sin™ (£) dt + / sin™ (£) dt.
0 5—€
Donc d’apres les inégalités précédentes, on a
T T

(2) Vn € N, 0<In<5+sin”<§—s) 3
Or par la stricte croissance de la fonction sinus sur [O; g],

0<sin(g—5> <1

Donc la suite (sin” (g — 5))n€N est une suite géométrique de raison ¢ = sin (g — 6) €]0; 1] et

donc converge quand n — +oo vers 0. On sait d’autre part que I, —+> £. Donc par passage a
n—-+0oo

la limite dans , on obtient

Vse}();g[, 0</l<e.

4/
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(d) L’inégalité précédente étant vraie pour tout € > 0, on conclut en passant a la limite quand € — 0,

par le théoréme d’encadrement que
¢ =0.

15. On pose pour tout ¢ € [0; %],
u(t) = — cos(t), v(t) = sin™ T (t).

Les fonctions u et v sont €' sur [0; g] et pour tout t € [0; g},

u/(t) = sin(t), V' (t) = (n+ 1) cos(t) sin™(t).

Donc par intégration par parties,

Inio = /5 sin™*2 (t) dt = /2 sin(t) sin" ! (¢) dt
0 0

WP

= [~ cos(t) sin” 1 (t)]zg - /0 —cos(t) (n + 1) cos(t) sin™ (t) dt

=(n+1) /5 cos?(t) sin™ (t) dt car dans sinn+ 1(t), n+1>1
0

=(n+1) /5 (1 —sin?(¢)) sin” (¢) dt
0

=(n+1) [/2 sin” (¢) dt — /2 sin™*? () dt} par linéarité de l’intégrale
0 0
=mn+1)1L —n+1)Lo.
Par conséquent,

Inio+(n+1)Inyo=(n+1)I, & (n+2) Into = (n+1) I,.

Conclusion,

n+1
I,.
n+2 "

vn € N, In+2 =

16. On a vu a la question que la suite (1), est décroissante. Donc
vn€N70<In+2 <In+1 gIn <1

En injectant ’équation obtenue a la question précédente,

n+1

Vn € N,0 <
n -+ 2

Ingjn—l—lglngl

Or on a vu a la question [I1.] que pour tout n € N, I,, > 0. Par conséquent,

n+1 <1n+1 <1
n+ 2 I,

Vn € N,

Or limy, 4 Z—i% = 1. Donc par le théoreme d’encadrement, on conclut que

I
lim L

=1.
n—-+oo InJrl
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17. (a) On procede par récurrence. On pose pour tout p € N,

_ _ @t _ ey
& (p) : « Igp = A (p!)2 9 et 2p+1 = (2p+ 1)' »

Montrons que & (p) est vraie pour tout p € N par récurrence.
Initialisation. Si p = 0,
(2p)! = 1 4 (p)®

4p(ph?2 1 ¢ (2p+1)!

Donc par la question 6. & (0) est vraie.
Hérédité. Soit p € N. Supposons & (p) et montrons & (p+ 1). On a par la relation établie en

[15]
Lyriny = Iy = 2Ly r+2)(2p+1) @) w
(p+1) 2p+2 2+ 2 ?uR (2p + 2)2 AP (p!)Q 2
_ (2p+2)(2p+1) (2p)!
T A+’ w2
(@22 7
S ((p+ 1)) 2
e+ 7
S ((p+1))*2
De méme,

I IS Lk PR C k)  (p)’
PO+ = f2pk3 = 5 moadaptl o (20+3)(2p+2) " (2p+1)!
_ A (p+ 1))
a (2p + 3)!

Donc & (p + 1) est vraie.
Conclusion,

(2p)! = 47 (pl)?
Ly = P T gy == P
T A A CP R ]

(b) Par la question précédente et la question [5.) on a
(2p)! = ay2p (2p)7 e 1
P (p)2 2 ptoo v (o ppper)” 2
N ay/2paPp*P e 1
p—+oo 4Pap X p2Pe~2P 2

V2pm
p—+oo ap 2
T 1

ptoo ay/2 /b’

D’autre part, de la méme facon, on a
L ) & (ayppe?)’
2T 2p 4 1)! potoo ay/2p + 1(2p + 1)2P T g 201
4pa2p % p2p+1 e—2p

o 2p+1
P a1 (2p)TT (14 )T e

(0%
o 2p+1 :
o1

/21
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Or
2p+1
(1 i i) = Cr(ihz)  — Cr(g(3)
2p p—+o00

_ Gl

p—+o00
— el eo(l) — ! (1+0(1)) — el —I—O(l) ~ ol

p—+00 p—>—+00 p—r—+00 400

De plus /2p + 1 ~ v/2p. Par conséquent,
p——+o00

a 1
22 /D

a
I pu— pu—
P e V2p x 2e le !

Conclusion, on a

T 1 a 1

I ~ = t I ~ =,
W, e a2 /b € 2041 0 2V /b

¢) Donc de la question précédente et par quotient d’équivalents,
q p par q q

I 1 2v/2 2
2p ~ T 4 % \f\/]’) — “n
Ippy1 p=+o0 an/2 /D«

a?’

Conclusion,

. IQ 2w
lim P — 5 -
p—+00 12p+1 «

18. Or d’apres la question la limite de I;jﬁ quand p tend vers +oo vaut 1. Donc par unicité de la
limite,
2
—7; =1 & a? = 2m.
Q@

De plus par la question |5.f a = % = e 179 > 0. Conclusion,

a = V2.

Joli non?
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Probleme II - Représentation matricielle

On consideére

.//2 (R) — .//2 (R)

f: <a b> = l(?a—5c 3b—3d>
c d 2\=ba+T7c —-3b+3d/"
On admet que f est linéaire.

1. On pose E1 = (é 8), Ey = (8 (1]>, E3 = <(1) 8) et By = (8 ?) Alors,

‘la famille ¢ = (F1, Eq, E3, E4) est la base canonique de .#5 (R) et dim (.42 (R)) = 4. ‘

2. On observe que

7/2
Donc la premiére colonne de A est | E()) 2| De méme,
0
3 3 5 7 3 3
Ey)=—-FEy—-FE Es)=—-FE1+ -E Ey) = ——Ey+ - Ey.
f(B2) =By =By, f(Bs)=—gBi+ B3 f(B)=—gE+ B
Conclusion,
7 0 =5 0
0o 3 0 -3
A=30 5 0 7 o
0 -3 0 3
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3. Soit u = (z,y, z,t) € R On a les équivalences suivantes :

u € Ker (A) & Au = Opa

7 0O -5 0 T
1 0 3 0 -3 y|
< 3l 0 7 0 | |sf 70
0o -3 0 3 t
Tr—5z=0
3y—3t=0
o Yy
—bxr+72=0
—3Jy+3t=0
Tx—5z=0 .
y—t:() L2<—§L25
= (_E) _0 L3<—L3—|—7L1
)%= L4%—%L4
y—t=
Tx—5z=0
& y—t=0 car Ly = Lo
z=0
r=2=0
=
{y:t
0
|y
= u = 0
Yy
Conclusion,
0
1
Ker (A) = Vect 0 .
1
—_——
=UK

On note que ug est non nul et donc forme une famille libre et engendre Ker (A) donc uy, est une base
de Ker (A). Puisque f est canoniquement associée a A dans .#> (R), on a

Ker (f) :Vect<{8 ﬂ)

4. Par la question précédente, (ug) est une base de Ker (A4). Donc

dim (Ker (A4)) = 1.

Par le théoréeme du rang matriciel, on en déduit que
rg(A) =4 —dim (Ker (4)) =4—-1=3.

Toute base de Im (A) sera donc constituée de trois vecteurs. On a

7 0 -5 0

110 1] 3 110 1 (-3

m(A)=Vect | o1 151027 ]2]0
0 -3 0 3
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On note que Cy = —C?3, on peut donc oter Cy (ce qui est cohérent avec le rang observé).
7 0 -5
110 113 110
Im (A) = Vect 5 _5 5 5 0 y 5 7
0 -3 0

De plus, les opérations élémentaires ne modifiant pas I’espace engendré, on a

g (1) 705 Cl — 201
Im (A) = Vect slelol |7 Cy + 20
I 0 1 0 03 < 203
27 107 [-5]
0 1 0
= Vect ol Lol |7 Cy1 < C1+ O
0] [—1] L0
17 Fo s
0 1 0
= Vect dolol 7 C1+ 10y
0] |—-1] L0 |
17 [0 [O]
0 1 0 1
= Vect 11 lol 1 C3 19 (Cg + 501)
0] [—1] |0]
(1T [07 [0]
0 1 0
= Vect ol 1ol 11 Ci+C1—C3
0] |—-1] [O]
—%;

La famille %; engendre Im (A). Montrons qu’elle est libre. Soit (a, b, c) € R? tel que

1 0 0
0 1 0
alol oo | Felq| =0
0 -1 0
Alors,
a =
b=
& a=b=c=0
c=0
—d =
Donc % est libre. Conclusion,
1 0 0
0 1 0
Br = ol 1ol 14 est une base de Im (A4).
0 -1 0
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Puisque f est canoniquement associée a A dans .#5 (R), on en déduit que

; 10} {0 1}[0 OD_ B
,%’I—([O ol lo —1l°11 o = (F1, B2 — Ey4, E3) est une base de Im (f) .

On pose

a=75(ho) @m0 D) am 500 wm 5000

Enfin on note & = (e, e2, e3,€4).

1
5. On observe que e; = - 1o = LB — L E; Donc maty (e1) = - 0 De méme pour les
. ql_\/ﬁ_lo—ﬁl \/53- %1_\/5_1- p
0
autres vecteurs. Conclusion,

1 0 10

1 0 1 01

0 -1 01

6. Méthode 1, par la représentation matricielle. On a

1

- L3 <— 5 (L3 + Ll)
NG

P
Ly + 3 (L2 =+ L4)

o O O
O O = O
o= O
— O = O

La matrice obtenue est triangulaire avec aucun zéro sur la diagonale. Donc P est inversible. Conclusion,

‘%’ est un base de .75 (R) ‘

Méthode 2, par le rang. On a les opérations élémentaires suivantes :

e =w((’y o). 4)G o)1) wenm v
(o6 2506 %) aras

:rg(<—11 8)(8 11) ( ) (8 (1)>> gi::%gi
(606 oGobr) e

car on reconnait la base canonique de .#5 (R). Donc rg (#) = 4 = dim (A5 (R)) = Card (£). Donc
A est libre et génératrice, conclusion,

‘% est un base de .4 (R) ‘

Méthode 3, par la liberté. Soient (a,b, c,d) € R* tel que

aeq + bes + ces + deg = Os.

11/21
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Alors
a+c=0 a+c=0
b+d=0 o b+d=0 Ly L3+ 14
—a+c¢=0 2c=0 Ly < Ly+ Lo.
—b+d=0 2d =10

Donc a = b =c¢=d=0. Donc Z est libre. De plus Card (%) = dim (.#> (R)). Conclusion,

‘%’ est un base de .Z> (R) ‘

7. On a les égalités entre matrices suivantes :

1 1 0
fler)=—7=f (( )) par linéarité
V2 -1 0
1 7+5 ()) e e
=573 <_ 5_7 0 par définition de f

De méme,
fled= 5= (o 37%) =ses
fles)= 5= (0% 0 =e
f@”:gZC§féi>:@
Conclusion,

[fle)=6er,  flea)=3es,  fles)=es,  flea) =On]

On en déduit alors directement que

6 000
0300
D=matz(f)=1¢9 ¢ 1 ¢
0000

8. On a vu que f(eq) = Oz. Donc e4 est un vecteur non nul de Ker(f). Or on sait également que
dim (Ker (f)) = 1. Conclusion,

’ (e4) est une base de Ker (f). ‘

On observe les points suivants :

o Puisque %y = (e1, e2,e3) est une sous-famille de A et que Z est une base et donc libre, on en
déduit que A est une famille libre.
e De plus, on a rg (f) =rg(A) = 3. Donc dim (Im (f)) = 3 = Card (%y).

 Enfin montrons que %y est une famille de vecteurs de Im (f) (important!). Puisque f (e1) = 6ey,

alors, par linéarité de f,
e1

er=glen=1(%)

Donc e; € Im (f). De méme, ez = f (%) € Im (f) et e3 = f (e3) € Im (f). Donc % est bien une
famille de vecteurs de Im (f).

12/21
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Conclusion,

‘35’0 = (e1, e2,€3) est une base de Im (f) ‘

9. Par la formule de changement de base, on a

|A=PDP'  ie. D=P'AP)|

Comment aurions-nous pu nous tromper sur cette formule ¢

10. Inutile de calculer P~!! 11 suffit de montrer que PPT = I4. On a

1 0 10 10 -1 0 2 00 0
1 0 1 01 1 {01 0 -1 1{0 200
T _  — = — —
PPE="%1 -1 0 10 &|l10 1 o 310020 Th
0 -1 0 1 01 0 1 00 0 2
Conclusion,
p~t=pT
11. Calculons,
70 -5 0 1 0 10
1{ 0 3 0 -3)1 1 01
_plap_plgap_ pT> L
b=Pp AP*PAP*PQ -5 0 7 0 )]yl -1 0 10
0 -3 3 0 -1 0 1
10 -1 0 12 0 20
1o 1 -1 1 0 6 0 0
v2li1 o0 1 0 Jo,2\-12 0 20
01 0 0 —6 0 0
10 -1 0 6 0 1 0
1 fo1 0 -1)1 [0 3 00
“v2l1o0 1 0 )yl -6 0 10
01 0 1 0 -3 0 0
12 0 00
1[0 600
21 0 0 20
0 000
6 000
[0 300
“loo1o0
0000

Conclusion, ‘on retrouve bien le résultat de la question ‘

12. On a vu dans les questions précédentes que

o (e1,e2,e3) est une base de Im (f),
o (e4) est une base de Ker (f),

o B = (e1,e9,€3,€4) est une base de 45 (R).

Directement, par le théoréme de la base adaptée,

[Ker (f) & Im () = 42 (R).|

13/21]
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13. Soit E un espace vectoriel. Soient p un projecteur de E et g un endomorphisme de E.

(a)

Supposons que g o p = g. Montrons que Ker (p) C Ker (g). Soit € Ker (p). Alors p(z) = 0.
Donc en composant par g, g (p(z)) = g (0g) = 0g car g linéaire. Donc gop(x) = 0g. Or gop = g.
Donc
g(x) =gop(z) =0p.
Donc z € Ker (g). Ceci étant vrai pour x € Ker (p) quelconque, on en déduit que Ker (p) C Ker (g)
et donc
gop=g = Ker (p) C Ker (g) .

Réciproquement, supposons que Ker (p) C Ker (¢). Montrons que g o p = g. Soit € E. Puisque
p est un projecteur, on sait que E = Ker (p) @ Im (p). Donc il existe z1 € Ker (p) et x9 € Im (p)
tel que £ = x1 4+ x2. Dés lors,

gop(x) =gop(x1 +x2)

=g((p(x1) +p(z2)) par linéarité
=g (p(x2)) car z1 € Ker (p)
=g (x2) car zo € Im (p) = {u € E | p(u) = u} car p est un projecteur.

D’autre part,
g(z) = g(z1 +22) = g(21) + g (2).
Or z; € Ker (p) C Ker (g). Donc g (z1) = Og. Ainsi,
g(x) = g (x2) = g o p(x).
Ceci étant vrai pour x € E quelconque, on en déduit que g = g o p et donc
Ker (p) C Ker (g) = gop=yg.

Conclusion,

’gop:g & Ker(p)CKer(g).‘

Supposons po g = g. Soit y € Im (g). Il existe x € E tel que y = g(z). Montrons que y € Im (p)
sachant que Im (p) = {u € F | p(u) = u} car p est un projecteur. On a

p(y) =p(g9(z)) =pog(z) =g(z) = y.

Donc y € Im (p). Ceci étant vrai pour y € Im (g) quelconque, on en déduit que Im (g) C Im (p)
et donc

pog=g =  Im(g) Clm(p).
Réciproquement, supposons Im (¢g) C Im (p). Montrons que po g = g. Soit x € E. Alors y =
g(x) € Im(g) C Im(p). Or puisque p est un projecteur, Im (p) = {u € F | p(u) = u}. Donc
p(y) =y ie.
p(9(x)) = g(x).

Ceci étant vrai pour tout « € E, on en déduit que po g = g et donc

Im (g) C Im (p) = pog=g.

Conclusion,

\pog:g & Im(g)CIm(p)-\

14. Puisque q est la projection sur Im (f) parallelement & Ker (f), on en déduit directement que Ker (¢) =

Ker (f) et Im (¢) = Im (f). En particulier, Ker (¢) C Ker (f). Donc par la question foq=f.De
méme Im (f) C Im (¢) donc go f = f. Ainsi,

lqgof=f=foq]
14/]21




Mathématiques PTSI, DS10 Cor Samedi 23 Mai 2026

15. On pose F'=Im (f). On note fp la restriction de f sur F' autrement dit 'application définie par

Vee F=Im(f),  folz)=f(z)

(a) Montrons que fy est bien définie, a valeurs dans F' et linéaire.

o Puisque F C .5 (R), f est bien définie sur F' et donc par construction fj aussi.

« Soit x € F. Montrons que fy(x) € F. Par définition, fo(z) = f(z) € Im (f) = F. Donc f va
bien de F' dans F'.

o Soient (A, 1) € R? et (x,y) € F. Posons z = A x + py. Puisque F est un espace vectoriel (car
Im (f) est un sous-espace vectoriel de .4, (R)), on en déduit que z € F et donc fj (z) existe.
De plus,

fo(z) =foAx+py) =X f(x) +pf(y) par linéarité de f.
Orxz € Fetye Fdonc f(x) = fo(z) et f(y) = foly). Ainsi,

oAz + py) = X fo(x) + nfo(y)-

Donc fj est linéaire.

Conclusion,

‘ fo est un endomorphisme de F. ‘

(b) Par ce qui précede, on a fy (e1) = f (e1) = 6e; mais aussi fo (e2) = 3ez et f (e3) = e3. Conclusion,

6 0 0
Do =matg, (fo)=[0 3 0
001

O W O
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Probleme III - Intégration et représentation matricielle

On consideére la fonction f définie pour tout z > 0 par

1 et
f(x) :/O e

Partie 1 : Une équation différentielle vérifiée par f

1. Soit > 0. La fonction t xe—frt est définie et méme continue sur [0;1] car pour tout t € [0;1],

x+t>=x>0.Donc fol me—lt dt est bien définie i.e. f(z) existe. On a donc précisé que pour tout x > 0,
f(x) existe et par conséquent

‘la fonction f est bien définie sur |0;+o0]. ‘

De plus pour tout z > 0 et tout t € [0;1], z +¢ > 0 et e’ > 0. Donc par croissance de l'intégrale, car

0<1,
1 et

r+1t

1
Vo > 0, f(x):/ dt}/Odt:O.
0 0

Conclusion,

‘va >0, f(z)= O.‘

2. Soit # > 0. Par le changement de variable u = z + ¢, t = v — z, la fonction u — u — x est €' et
dt = du. Par conséquent, on a

1 et r+1 U~ x+1 el
f(x):/ dt:/ du:e*x/ — du.
o x+1t 2 U z U

x+1 el

Ve >0, f(x)= e_x/ " du.

Conclusion,

3. La fonction g : u — % est définie et continue sur l'intervalle |0; +oo[. Soit G une primitive de g sur
R% . Par le théoreme fondamental de 'analyse,

Vo e RY, fz)=e*(G(x+1)—G(x)).

G est une primitive de g et g est continue sur R* donc G est € sur R . La fonction x — ™" est €1
sur R. Donc par produit et différence,

la fonction f est €' sur ]0; +-o00].

4. Avec les notations de la question précédente, on a vu que pour tout x €]0; +ocl, on a
f(@) = (G(z+1) - G(2)) .
La fonction f est dérivable sur ]0; +o00[ et pour tout z > 0,
f(@)=—-e?(Gx+1) - G(z)) +e " (G/(a: +1) - G/(l‘)) =—f(z)+e " (g(x+1)—g(z)).

Donc par définition de g, pour tout = > 0,

e:p+1 em) efa:+x+1 efm+ac

P+ fw) =

r+1 x T+ 1 T

Conclusion,

e 1
r+1 x

Vo >0, f'(z)+ f(z)=

16/21]



Mathématiques PTSI, DS10 Cor Samedi 23 Mai 2026

5. Soit

(Eo) Ve eR,  y(x)+y(z)=0

I’équation différentielle homogene associée. La fonction a : x — 1 est continue sur R donc admet des
primitives sur R dont 'une est donnée par A : x — x. Ainsi, 'ensemble des solutions de (Fjy) est

R — R

R — ]R)
z — (Ce® z )

5”0:{ ‘C’E]R}z\ﬁect( _
T e

Procédons a la méthode de variation de la constante. Fixons

e Yp:x e’

e y une fonction dérivable sur R

e A= y—yo car pour tout = € R, yo(x) # 0.
La fonction A est dérivable sur R comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur ne
s’annule pas et ¥y = Ayp. On a alors les équivalences suivantes :

T

e
lution de (E) : vz €R ' = S o iF
y solution de (FE) z eR, y(z) +y(z) 2 +20 45
e—z
& VzeR, N@y(z) + M)yo(@) + M)y (@) = = ——
=0 car yoES
e—x
= v R )\/ —x _
TER, (z)e x24+2x+5
1
R Nz)= ——
= vz €R, () 2422 +5
Soit z € R. On a
1 1

22425 +5 (z+1)%*+4

Pour tout z € R, (x +1)* +4 > 0. Donc la fonction z m est continue sur R et I'une de ses
primitives est donnée par
1 (m + 1>
T — —arctan { —— ] .
2 2

Par suite,
y solution de (E)
1 1
& 3C e R, Vz € R, A(z) = = arctan (%) +C

2

1 1
& iC e R, Vz € R, y(x) = Mx)yo(x) = 3 arctan <$;—) e "+Ce ",

Conclusion, ’ensemble des solutions est donné par

R - R
,7_{ T = %arctan(%ﬂ)e*“+(j’e*1 ‘CER}'

Partie 2 : Comportement en 0.

On définit pour tout = > 0, g(x) = /

let_l

o t+x

dt.
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6. La fonction exponentielle est croissante sur R donc sur [0;1]. Par conséquent, pour tout ¢ € [0;1],
0 < el —e = e —1. De plus la fonction exponentielle est €' sur [0;1] (et méme ) donc, par le
théoréme des accroissements finis, pour tout ¢ € [0; 1],

0<e 1= ‘et—eo‘ < sup [€*] |t —0] < sup ||t =et.
s€(0;t] s€[0;1]

En posant M = e > 0, on conclut que

vt e[0;1], 0<e'—1<et.

7. Soit x > 0. Par la question précédente et la croissance de 'intégrale,

1 t_l 1 t
0</ ¢ dtg/ °v at.
o t+=zx o t+x

_t
T+t

De plus, pour tout t € [0;1], t +x >t <
par croissance de l'intégrale,

< 1 donc pour tout ¢ € [0;1], < e. Ainsi, toujours

et
t+x
1
Ogg(x)gf edt =e.
0

Ceci étant vrai pour tout x > 0, on en déduit que

‘g est une fonction bornée sur ]0; +o00]. ‘

8. Soit z > 0. Par définition de f et de g, on a
1

1 et let_l 1 1 1
= dt = dt dt = dt.
f(m) /0 r+t /o T+t +~/0 r+1 g($)+/o T+

Donc par la question précédente, en rappelant que M = e, on a

| L
/Ox+tdt<f(x)<e+/0 ot
Or
/1 ! dt = [In (z + t)]'=] carx+t>0
0 x+t =0
=In(z+1)—In(x)
:1n($+1>.
x
D’ou,

9. On observe que

ln(xl_1> =In(l+z)—In(x) ~ —In(x).

z—0
>0
Notamment In (zxil) 1 400 et donc e < In (’”TH) Ainsi,
750 70
z+1 r+1
e+ln< + ) ~ 111( i ) ~ —In(x).
X z—0 T z—0
>0 >0

Donc par la question précédente et par le théoreme d’encadrement pour les équivalents, on conclut
que

[ (@) ~ ().
z>0
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Partie 3 : Un endomorphisme

T+1
Pour toute fonction f continue sur R, on pose ¢ (f) : z e_m/ f(t) et dt.

T

10. Soit f € € (R). Soit x € R. La fonction f est continue sur R donc sur [z;z + 1] donc t — f(t)e! est
z+1
aussi continue sur [z;z + 1] et donc / f(t)e' dt existe. Ceci étant vrai pour tout € R, on en
x

déduit que ¢ (f) est bien définie sur R. La fonction t — f(t)e' étant continue sur R elle admet des
primitives sur R. Soit F' une primitive de t — f(¢) e’ sur R. Par le théoréme fondamental de I’analyse,

Vz € R, o(f)(x)=e"(F(z+1)— F(x)).

Puisque ¢t — f(t)e! est continue sur R, F est €' sur R. Donc par produit et différence, ¢ (f) est
¢! (R) donc notamment continue sur R. Donc pour tout f € € (R), ¢ (f) € € (f). Donc ¢ va bien
de € (R) dans ¥ (R).

Montrons maintenant que ¢ est linéaire. Soient (\, u) € R? et (f,g) € € (R). Posons h = \ f + ug.
Pour tout z € R, on a

o(h) () = e / h(t) et dt
_ et /x @) + pgt)) e dt

z+1 z+1
=e” ()\/ f(t) et dt + ,u/ g(t) et dt) par linéarité de l'intégrale

B —z z+1 : —:c z+1 ;
= \e f(t)e'dt + pe g(t)e'dt

= Ao (f) (x) + pe(9) (z).

Ceci étant vrai pour tout x € R, on en déduit que ¢ (A f+ pg) = Ao (f) + pe(g) et donc ¢ est
linéaire. Conclusion,

‘90 € Z (¢ (R)), ¢ est un endomorphisme de % (R). ‘

Pour tout fonction polynomiale f, on admet que ¢ (f) est aussi une fonction polynomiale. On pose E =
Ry[X] et pour tout polynéme P, on note P la fonction polynomiale associée. On définit alors ¢ (P) comme
le polynoéme associé a la fonction polynomiale ¢ (P) On admet que ¢ définit un endomorphisme sur FE.

11. On a, pour tout z € R,

_ _ z+1 ' _ P _ 41
cp(l)(x):ex/ Ixedt=e[e"] " =e ™ (" —e”) =e—1.
T
Donc
p(l)=e—1.
De méme,

~ 41
¢ (X) (:L‘):e_x/ t x e dt.

Posons pour tout ¢ € R, u(t) = e’ et v(t) = t. Les fonctions u et v sont 4! sur R donc sur [x;z + 1]
et pour tout ¢t € R, v/(t) = e’ et v/(t) = 1. Donc par intégration par parties,

¢ (X)(z)=e" ([t e'] Zi“ - /:H e! dt>
=" ((x+1) et g ") — ¢ (1) (2)
=(zx+1)e—x— (e—1)
=(e—1)z+1.
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Ainsi,
e(X)=(e—-1) X +1.
Enfin,

© ()(:2) (x)=e"" /‘TJrl t2 x et dt.

x
Posons pour tout t € R, u(t) = e’ et v(t) = t2. Les fonctions u et v sont ¢! sur R et pour tout t € N,
u/(t) = et et v/(t) = 2t. Par intégration par parties,

o (X2) (@) =e" ([t2 T - /x otet dt)
=e " ((x +1)2em ! 52 ea”) —2¢ (f() (z)
:e(:):2+2:):—|—1) —2?—2(e—1)z —2
=(e—1)a?+2z+e—2.
D’ou,
@ (X?)=(e—-1)X*+2X +e—2.

Par ces calculs, on conclue que

e—1 1 e-2
A =matg,,, (f)= 0 e—-1 2

On pose N=A —(e—1)I3. On a

e—1 1 e—2 1 0 0 01 e—2
N=[ 0 e-1 2 J—(e-1)[{0e-1 0 J=(00 2
0 0 e—1 0 0 e—1 00 0
Par suite,
01 e—2 01 e—2 00 2
N2=(0 0 2 00 2 |=[000
00 0 00 0 000
Puis,
01 e—2 00 2
N3=[0 0 2 00 0]=0;4
00 0 000
Conclusion,

‘N est nilpotente d’ordre 3. ‘

Soit n € N. Ona A = (e—1)I3 + N. Or N et Is commutent, donc par la formule du bindéme de
Newton,

n
A= ((e—) L+ N) =3 (" )N+ (e—1)" gt
iso \F
Puisque pour tout k£ > 3, N¥ =03, sin > 2, on a

A" = (g) (e—1)" I3+ G) (=" N + (Z) (e=1)"*N?+ 04

0 n (e _1)n—1 n (e _2) (e _1)n—1 00 2n(n2—1) (e _1)71—2
=(e-1)"I3+ |0 0 2n(e—1)""" J+(0 0 0
0 0 0 00 0
(e—1)" n(e—1)""! n(e? —3e+n+1) (e—1)"2
= 0 (e—=1)" on (e—1)""1
0 0 (e—1)"
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Sin=1,o0na

(e—1)" n
0
0

(e=1)""" n(e?—Betn+1)(e—1)""
(e—l)” n(e_l)n—l
0 (e—1)"

2 _3e+2
11 SR
e—1 2
0 e—1

Donc la formule reste vraie pour n = 1 et de méme si n = 0, on obtient bien I3. Conclusion,

Vn € N,

(e—=1)" n(e-1)""1 n (e —3e+n+1) (e —1)"
on (e—1)"""
(e—1)"

A" = 0

0

(e—1)"
0

14. Soit n € N. Notons V,, = matg,,, (¢" (X —3)) et U = matg,_,, (X — 3). Des lors,

V, =A"U.
-3
Or U = | 1 |. Donc par la question précédente,
0
(e—=1)" n(e—-1)"" n(e?-3e+n+1)(e—-1)""\ [-3
Vi, = 0 (e—1)" on (e —1)""" 1
0 0 (e—=1)"
n(e—1)""'—(e=1)"
= (e—1)"
i 0
[(n—e+1) (e—1)"""
- (e—1)"
| 0
Conclusion,
—e+l1
Vn €N, " (X —3)=(e—1)"X+(n—e+1)(e—1)""' = (e—1)" (X + %) .

FIN
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