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Problème 1 - Intégration

L’objectif du problème est de déterminer un équivalent de n!. La première partie établie un équivalent
à une constante près sans déterminer la constante. La seconde partie consiste à calculer explicitement
cette constante.

Partie 1 : un équivalent

On pose pour tout n ∈ N∗,

un =
√

nnn e−n

n! et vn = ln
Å

un+1

un

ã
.

1. Soit n ∈ N∗. Montrer que
vn = −1 +

Å
n + 1

2

ã
ln
Å

1 + 1
n

ã
.

2. En déduire un équivalent simple de vn quand n tend vers +∞.
3. Montrer que

∑
n∈N∗

vn converge. On note S sa somme totale.

4. En déduire que (un)n∈N∗ converge. On notera C sa limite. Exprimer C en fonction de S.
5. En déduire qu’il existe α ∈ R∗

+ telle que

n! ∼
n→+∞

α
√

nnn e−n .

Partie 2 : calcul de α

Pour tout n ∈ N, on pose
In =

∫ π/2

0
sinn(t) dt.

6. Calculer I0 et I1.
7. Calculer I2.

8. Montrer que pour tout n ∈ N, In =
∫ π/2

0
cosn (t) dt.

9. Montrer que la suite (In)n∈N est positive.
10. Montrer que la suite (In)n∈N est majorée.
11. Montrer par l’absurde que pour tout n ∈ N, In > 0.
12. Montrer que pour tout n ∈ N,

In+1 ⩽ In.

13. En déduire que (In)n∈N converge. On notera ℓ sa limite.
14. Soit ε ∈

]
0; π

2
[
.

(a) Montrer que pour tout n ∈ N,
∫ π

2

π
2 −ε

sinn (t) dt ⩽ ε .
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(b) Montrer que pour tout n ∈ N,
∫ π

2 −ε

0
sinn (t) dt ⩽ sinn

(π

2 − ε
) π

2 .

(c) En déduire que
0 ⩽ ℓ ⩽ ε .

(d) Conclure sur la valeur de ℓ.
15. A l’aide d’une intégration par parties, montrer que pour tout n ∈ N on a

In+2 = n + 1
n + 2In.

16. En déduire que
lim

n→+∞

In

In+1
= 1.

17. (a) Montrer que pour tout p ∈ N,

I2p = (2p)!
4p (p!)2

π

2 et I2p+1 = 4p (p!)2

(2p + 1)! .

(b) A l’aide de la question 5., déterminer un équivalent simple en fonction de α de I2p puis
de I2p+1 quand p tend vers +∞.

(c) En déduire la limite de I2p

I2p+1
en fonction de α.

18. Conclure sur la valeur de α.
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Problème 2 - Représentation matricielle

On considère

f :
M2 (R) → M2 (R)Å

a b
c d

ã
7→ 1

2

Å
7a − 5c 3b − 3d

−5a + 7c −3b + 3d

ã
.

On admet que f est linéaire.
1. Rappeler la dimension de M2 (R) et la base canonique de M2 (R). On la notera C .
2. Déterminer A = matC (f).
3. Déterminer le noyau de A. En déduire le noyau de f .
4. Préciser le rang de A puis une base de l’image de A. En déduire une base de l’image de f .

On pose

e1 = 1√
2

Å
1 0

−1 0

ã
, e2 = 1√

2

Å
0 1
0 −1

ã
, e3 = 1√

2

Å
1 0
1 0

ã
, e4 = 1√

2

Å
0 1
0 1

ã
.

Enfin on note B = (e1, e2, e3, e4).
5. Préciser P = matC (B).
6. Montrer que B est une base de M2 (R).
7. Pour tout i ∈ J1; 4K, calculer f (ei). En déduire D = matB (f).
8. Montrer que (e4) est une base de Ker (f) et B0 = (e1, e2, e3) une base de Im (f).
9. Sans calcul, préciser le lien entre A, D, P et P −1.

10. Vérifier que P −1 = P T .
11. Retrouver alors la valeur de D.
12. Justifier que Ker (f)⊕ Im (f) = M2 (R). On note alors q la projection sur Im (f) parallèlement

à Ker (f).
13. Soit E un espace vectoriel. Soient p un projecteur de E et g un endomorphisme de E.

(a) Montrer que g ◦ p = g ⇔ Ker (p) ⊆ Ker (g).
(b) Montrer que p ◦ g = g ⇔ Im (g) ⊆ Im (p).

14. En déduire que q ◦ f = f ◦ q.
15. On pose F = Im (f). On note f0 la restriction de f sur F autrement dit l’application définie

par
∀x ∈ F = Im (f) , f0(x) = f(x).

(a) Justifier que f0 est un endomorphisme de F .
(b) Préciser D0 la matrice de f0 dans la base B0.
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Problème 3 - Intégration et représentation
matricielle

On considère la fonction f définie pour tout x > 0 par

f(x) =
∫ 1

0

et

x + t
dt.

Partie 1 : Une équation différentielle vérifiée par f

1. Justifier que f est définie sur ]0; +∞[ et déterminer son signe.
2. Montrer que pour tout x > 0,

f(x) = e−x
∫ x+1

x

eu

u
du.

3. Justifier soigneusement que f est C 1 sur ]0; +∞[.
4. Montrer que pour tout x > 0, f ′(x) + f(x) = e

x+1 − 1
x
.

5. (Question indépendante) Résoudre l’équation différentielle

∀x ∈ R, y′(x) + y(x) = e−x

x2 + 2x + 5
Partie 2 : Comportement en 0+.

On définit pour tout x > 0, g(x) =
∫ 1

0

et −1
t + x

dt.

6. Justifier qu’il existe M > 0 (à déterminer) telle que
∀t ∈ [0; 1], 0 ⩽ et −1 ⩽ Mt.

7. En déduire que g est une fonction bornée sur ]0; +∞[.
8. Montrer alors que pour tout x > 0,

ln
Å

x + 1
x

ã
⩽ f (x) ⩽ M + ln

Å
x + 1

x

ã
.

9. En déduire un équivalent simple de f en 0+.

Partie 3 : Un endomorphisme

Pour toute fonction f continue sur R, on pose φ (f) : x 7→ e−x
∫ x+1

x
f(t) et dt.

10. Montrer proprement que φ est un endomorphisme de C (R).
Pour tout fonction polynomiale f , on admet que φ (f) est aussi une fonction polynomiale. On pose
E = R2[X] et pour tout polynôme P , on note P̃ la fonction polynomiale associée. On définit alors
φ (P ) comme le polynôme associé à la fonction polynomiale φ

(
P̃
)
. On admet que φ définit un

endomorphisme sur E.
11. Déterminer A la matrice de φ dans la base Ccan = (1, X, X2).
12. On pose N = A − (e −1) I3. Vérifier que N est nilpotente d’ordre 3.
13. En déduire les puissances de A.
14. Préciser pour tout n ∈ N, φn (X − 3).

FIN
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