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Correction du Devoir Maison 7
Continuité, dérivabilité et suites

Du mardi 24 février

Probléme I - Continuité - Dérivabilité

Partie 1 : Le taux de 7 détonne

Soient (a,b) € R?, a < bet g : [a;b] — R une fonction continue sur [a;b] et deux fois dérivable sur ]a; b[. On
suppose que pour tout x € Ja; b[, ¢"(x) > 0 et on note

YV € Ja; [, T(:L‘):M.

1. Par hypothese, g est deux fois dérivable donc ¢! sur Ja;b[. De plus, x — = — a est €1 sur ]a; b[ en
tant que fonction polynomiale et ne s’annule pas sur cet intervalle. Donc par quotient,

7 est €1 sur Ja; bl

De plus, on a directement,

voelatl, ) - @0 = (o6) —g(@)

2. Soit x € |a;b|. La fonction g est continue sur [a;b] donc sur [a;z]. De plus g est deux fois dérivable
sur |a; b] donc dérivable sur |a; z[. Donc par I'identité des accroissements finis,

Jep €lasz[,  g(z) —gla) =4 () (z —a).
Donc par la question précédente,

Py = L@ =) = @) =g@) _ ) S@@=a) =g (e)(@=a)

(lﬂ - CL)2 ({L‘ o CL)2
/ )
- M car T # a.
Tr—a
Conclusion,
! o
Vo €laibl, Jeo €last],  7(x) = LB 9 (@)
r—a

3. Par hypothese, ¢g” est positive sur ]a;b[. Donc ¢’ est croissante sur ]a; b[. Soit = € ]a; b[. Alors avec les
notations de la question précédente, a < ¢, < x. Donc par croissance de ¢,

g () <d@@) &  g@)-4g () <.

Or z —a > 0, donc
"(x) — ¢ (c
T —a
Ceci étant vrai pour z € ]a; b[ quelconque, on en déduit que

Vo € Ja; b, (z) > 0.

Conclusion,

‘la fonction 7 est croissante sur |a; b. ‘
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Partie 2 : A appliquer deux fois par jour

Soit
10;1] — R
. 2
T arcmz(x)
4. Posons
0;1] — R

g:

T +» arcsin (a;z)

La fonction arcsinus est continue sur [—1; 1] et deux fois dérivable sur |—1;1[. La fonction ¢ :  +— 22
est deux fois dérivable sur [0;1] et ¢([0;1]) = [0;1] et ¢(]0;1[) = ]0;1[. Donc par composée, g est

continue sur [0; 1] et deux fois dérivable sur |0; 1[. De plus, pour tout x € ]0; 1],

2z ( —4x3
2V1_$4_2(7\/,7) C2(1—at) + 42t

1—at (1— 24)%/?

On observe donc

Vz €]0;1], g"(x) > 0.

(2)=9(0)

Donc par la partie précédente, la fonction 7 : x — QW est croissante sur ]0; 1[. Or

arcsin (z?) — arcsin(0)

Yz €]0;1], T(x) =

arcsin (mz)

T

Conclusion,

‘la fonction f est croissante sur |0; 1]. ‘

5. La fonction f est dérivable sur |0; 1] comme composée et quotient de fonctions qui le sont et

2x

T — arcsin (mQ)

2

arcsin (x2)

Ve elo1],  fl(ax) = =

22 VIt

Conclusion,
v 0: 1 1N 2 arcsin (xQ)
.%'G],[, f(x)_m_ 72 :

6. Par ce qui précede, la fonction f est croissante sur |0; 1[ donc par la question précédente,

B arcsin (xQ)

Vo €]0;1], f'(z) =0 = Vz € ]0; 1],

arcsin (acQ)

2 2
= vV € ]0; 1], <

Vv1—z4

Posons t = 22, alors quand z décrit ]0; 1[, ¢ décrit ]0; 1] et on obtient donc que

>
Vv1—z4

> arcsin (3:2)

vt €10;1], arcsin(t) <

2t

V1I—12

car 22 > 0.
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7. Soit z € ]0; 1[. On sait que
2 arcsin (22
f/(.’E) — _ 2( ) .
v1—2z4 T

: 2
Or arcsin ($2) >0 et 22 > 0 donc imsz%(x) > (. Conclusion,

2
Ve € ]0; 1], "(7) € ——.
R O s
8. Soita:e]();%[. Alors,
1 1 3
<at< - 1>1-a'>1--=°
0z 1 = T 11
3
= 1>\/1—x4>\§>0
L 9 2 2
\m\§
2 4
= < —.

Donc par la question précédente,

Vme}o;\}i{,

Attention, ce résultat seul ne suffit! De plus par la question |[4.| f est croissante donc f’ est positive
sur ]0; 1] donc sur }O; % [ D’ou
weln |, 1f@l=r@<
) \/i ) N 3
2
Soit (z,y) € }0; %[ , x #y. Alors f est continue sur [z;y] (ou [y; z]) et dérivable sur |z;y[ (ou ]y; z|)
donc par le théoreme des accroissements finis,

@) — f@)] < sup |F'®)] |z -] <j§a:—yr

te]z;y|

ce qui reste vrai si x = y. Conclusion,

la fonction f est

-lipschitzienne sur }0;

Sl
[\]
—

V3

Partie 3 : Recollons les morceaux

On consideére

-1;1] — R
| ) o
v r = q0 siz=0
x si x € [-1;0].

9. On sait que arcsin (u) ~ wu. Donc en posant u = 2> — 0, on a
u—0 z—0

: 2
So(x): arcsin (ZC) N i:q;
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Ainsi,
sy = e =0
>0 x>0

De plus limg_,0 ¢(z) = limz—0 2 = 0. Donc
<0 <0

lim ¢(z) = lim ¢(z) = (0) = 0.
>0 <0

; 2

Par conséquent, ¢ est continue en 0. Or z — arcsin(a?) est continue sur |0; 1] (car la fonction arcsin
Pest sur [—1;1]) et  — x est continue sur [—1;0[. Donc ¢ est aussi continue sur [—1;0[ et sur ]0;1].
Conclusion,

‘la fonction ¢ est continue [—1;1]. ‘

resin (2
10. La fonction ¢ est continue sur |—1;1[. De plus = — arcsin(a?) est €1 sur |0;1[ et  — x est €' sur

]—1;0[. Donc ¢ est €' sur |—1;0[U]0; 1[. De plus, Vz € ]0;1[, p(x) = f(x) donc par la partie 2,

2 B arcsin (xQ)

V1—at 2

Vo e o1,  ¢(2) =

Or
arcsin (xQ) z? _
x? xik)gg
>0
Ainsi,
li "z)=2-1=1.
lim (x)=2—-1=1
>0
D’autre part, pour tout € ]—1;0[, on a ¢'(x) = 1. Donc limz—0 ¢'(z) = 1 = limz—0 ¢'(x). Donc
<0 >0
lim,_,0 ¢’ () existe et
x#0
li "(z) = 1.
lim ¢(z) =1
T#£0

Donc f est continue sur |—1;1[, €1 sur |]—1;0[ U ]0; 1] et limz—0 ¢'(z) = 1 donc par le théoréme de
x#0

prolongement %1,
la fonction ¢ est €' en 0 et f/(0) = 1.

Conclusion,

la fonction ¢ est € sur |—1;1[.

11. (a) On sait que (1 + u)71/2 = 1—%+o0(u). Posons u = —z? — 0. Donc

u—0 z—0

L T @)
— = — +o(z%).
1 — 1‘2 x—0 2
Or la fonction arcsin est une primitive de = \/117? sur |—1;1[. Donc par le théoréme de
primitivation des développements limités,

3

arcsin(z) =, arcsin(0) + = + % +o (ac3) .
z—

Conclusion,

3

arcsin(z) =%t % +o (:1:3) .
xT

4/i0
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(b) Par la question précédente, arcsin(u) = u+ % + o0 (u?). Posons u = z* — 0. Alors,
u—0 z—0

6

. x
arcsin (:z:z) xiO 22 + F +o (mG) .
Donc
. 2 2 xﬁ 6
arcsm(x ) xjox +€+O(l‘ )
Ainsi ‘ ( 2) .
_arcsin (x _ x 5
() ISOTx;Ox—i-F—i-o(m )
x>0 x>0

Supposons ¢ € en 0. Alors par le théoréme de Taylor-Young, il existe (ag, a1, az, as, as, as) € R®
tel que
e(z) = ap+ a1z + ax® + azz® + asx’ + azz® + o (2°).
z—0

Donc par unicité du développement limité,

1
aozaQ:a3:a4:O a1:1, a5:6.
Cependant, on observe également que
_ _ 5
(,O(l‘) xEOx:pzox—’_O(‘T )
x>0 >0
Donc toujours par unicité du développement limité, on obtient que
apg=as=az3=ay =0 ar =1, as = 0.

Donc % = a5 = 0, contradiction. Conclusion,

la fonction ¢ n’est pas €° en 0.

Par contre nous n’avons pas déterminé dans ce probléme si ¢ était €2, €° ou €*...

Probléme II - Suites numériques

Partie 1 : Etude de f

22

Pour tout x € Ry, on pose f(x) = Z17.

1. Pour tout z € Ry, z+1 > 0, donc la fonction f est définie et méme dérivable sur Ry comme quotient
de fonctions polynomiale et dont le dénominateur ne s’annule pas. De plus,

do(z+1) — 222 2224+ 4z 2z (z+2)

ek @) =T T G T @r

Ainsi, Vo € RY, f'(x) > 0. Donc la fonction f est strictement croissante sur ]0; 4+-00[ et par continuité
de f en 0, f est strictement croissante sur R;. De plus, f(0) =0 et

212
flz) = —=22 — +o0.
r—+oco I Tr—+00

Donc lim f(x) = 4o0. Conclusion,
T—+00
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z 0 +00o
+0o0
f /
0

2. Ona f(1) = 2 = 1. De plus f(0) = 0 et f étant dérivable en 0 admet une tangente en 0 d’équation
y = f'(0) (x — 0) + f(0). Or par la question précédente, f'(0) = 0. Conclusion,

‘f(l) =1 et f admet une tangente en 0 d’équation y = 0.

. Pour tout z > 0, on a

a1 1+%

Posonsu:%. Onau — 0. Orﬁzl—u—l—u2+o(u2 . Donc

T—+00 Itu

fl@) = 2o <1 —é+ %*%%))

2 1
= 2x2++0(>.

T—+00 T T

Conclusion,

. Par la question précédente, on en déduit que le graphe de f admet en 400 une asymptote d’équation

2

fle)—(Q2e-2) ~ -

r——+00 I )

De plus,

Or deux équivalents ont méme signe au voisinage considéré. Donc au voisinage de 400,

‘le graphe de f est au-dessus de son asymptote.

5. Soit x € Ry. On a les équivalences suivantes :

212
P = P

279621

= r=0 OU z+1
x>0
20 2 x+1

s r=0 OU carx+1>0
x>0

& r=0 OU x>1.

Conclusion,

On en déduit que

le graphe de f est au-dessus de la droite y = x sur [1; 4+o00[ et en dessous sur [0;1]. ‘

6/10
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6.

On obtient le graphe suivant :

A

\

/1 ) 3

Partie 2 : Une suite récurrente

On fixe ug € ]0; 1] et pour tout n € N, uy,y1 =

2u2

14+uyn °

7. Posons pour tout n € N, Z(n) : « u,, existe et u,, € ]0; 1] ».

Initialisation. Sin = 0 alors par hypothese, ug existe et ug € |0; 1].

Hérédité. Soit n € N. Montrons que £(n) = Z(n+ 1). Supposons Z(n) vraie : u, existe et
uy € ]0;1[. Comme wu, existe et u, > 0 alors u, + 1 > 0 et donc up41 = 124:51” existe. De plus, on
observe que uy,+1 = f (uy). Or par la question [L.| fonction f est continue et strictement croissante sur
[0;1]. Donc par le théoreme de la bijection, on a f(]0;1]) = |f(0); f(1)[ = ]0;1[. Comme u,, € ]0;1],

on en déduit que

Unt1 = f(un) € f(J0; 1) =]0;1[.
Donc & (n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N, &(n) est vraie :

‘Vn eN, u, existe et u, €]0; 1[‘

On a vu précédemment que pour tout = € ]0;1[, f(z) < z. Or pour tout n € N, u,, € ]0;1[. Donc pour
tout n € N, en prenant x = u,,, on obtient

I (un) < up & Unt1 < Unp.

Ceci étant vrai pour tout n € N, on conclut que

la suite (uy),,cn est strictement décroissante.

7/
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9.

10.

11.

Par la question précédente, (uy), oy est strictement décroissante. De plus par la question |7 la suite
(Un),eny €st minorée par 0. Donc par le théoreme de convergence monotone, (uy),,cy converge. Notons
¢ sa limite. De plus,

Vn € N, up, € 10;17.

Donc par passage a la limite,
e 0;1].

Or pour tout n € N, u,y1 = f(up). Comme f est continue sur [0; 1], f est continue en £. Donc par
caractérisation séquentielle de la continuité,

n—-4o00

Or up+1 — £ (en tant que suite extraite). Conclusion, par passage a la limite dans u, 41 = f (un),
n

— 400
L=f().
Or comme dans la question [5] pour € Ry on a
flz)== & x=0 OU 2 & x=0 OU z=1.
z+1

Donc £ = 0 ou £ = 1. Or la suite (uy), oy est strictement décroissante donc pour tout n € N,
Up < UQ.

Donc par passage a la limite,
Y4 < uQ-.

Or up < 1. Donc ¢ < 1 et donc ¢ # 1. Conclusion,

la suite (uy), oy converge vers 0.

Par la question précédente, Erf Uy = 0. Or par définition de la limite,
n o
Ve>0,3dngeN,VneN, |u,—0|<e.

Donc en prenant € = %, il existe ng € N tel que

Vn = ng, |up| <

| =

Or pour tout n € N, u,, > 0. Conclusion,

dng €N, Vn > ng, u, <

at|

On pose k = % Soient (x,y) € [O; %] 2, x # y. La fonction f est dérivable sur [0; 1] donc en particulier :

o f est continue sur [z;y] (ou [y; x]),

o f est dérivable sur |z;y[ (ou ]y; z[).

Donc par le théoreme des accroissements finis,

3e € z; 9],
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Par la question f(e) = 2(66(4?;22) Puisque (z,y) € [O; %]2, alors c € [O; é] Donc 2¢(c+2) < % X %1 =

%. D’autre part, ¢ + 1 > 1 donc —-— > 1. Ainsi par produit (les nombres sont positifs),

(c+1)

D’ou,
[f(@) = fW =[f ()] lz -yl < klz—yl.

On remarque que l'inégalité reste vraie si = y. Conclusion,

2
Vi) e |0g] s 1f@) — Sl < Kla .

Conclusion,

1 1
la fonction f est 5—lispchitzienne sur [O; 5}

12. Pour tout n > ng, on a u, € [O; %] Donc par la question précédente en prenant x = u,, et y = 0, on
obtient

|f (un) = F(O)] < K fuy — O Ang [unt1 — 0] <k |un| A Up+1 < Kup.
Or k ne dépend pas de n. Donc par récurrence (que I'on prend soin d’initialiser a ng),
Vn = ng,  up <E"T0upy,.

Or pour tout n > ng, u, < L notamment Upy < % Conclusion,

5
fn—no
Vn = no, Un < 5
13. Par la question précédente,
1 n
vYn = ng, 0<u,< oo k™.
——
constante indépendante de n
n—ngo
De plus lirf =0car k= % € ]-1;1[. Conclusion, par le théoréme d’encadrement,
n—-+0oo

(Un),en converge vers 0.

Partie 3 : Une suite implicite

14. Soit n € N. D’aprés la question [T] :

e la fonction f est continue sur Ry,
o f est strictement croissante sur R,

. f(O):0<netmll)1}rloof(x)=+oo>n

Conclusion, par le théoreme de la bijection,

‘Vn eN, 3z, eRy, f(zp) = n‘

9,10
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15.

16.

17.

18.

Pour tout n € N, on a n < n + 1. Donc par définition,
fan) < f(@n41)-
La fonction f étant strictement croissante,
Tn < Tyl

Ceci étant vrai pour tout n € N,

la suite (up), ey st strictement croissante.

Par la question précédente et le théoréme de convergence monotone, on en déduit que

« OU la suite (up),cy converge vers un réel fixé /,

« OU la suite (up),,cy diverge vers 4o0.

Supposons le premier cas, que la suite (uy),cy converge et notons £ sa limite. Puisque pour tout
n € N, x, > 0, alors par passage a la limite, £ > 0 i.e. £ € R;. Par continuité de la fonction f sur R4
et donc en £, on a par caractérisation séquentielle de la continuité,

lim f(zn) = f(¢) €R.

n—-+0o

Or par définition, Vn € N, f (x,) = n. Donc

wbpao () = Ltp = oo

Donc 400 = f (¢) € R. Contradiction. Le premier cas étant impossible, le second est vérifié. Conclu-
sion,

la suite (z,,),,cy diverge vers +oo.

Par la question [3]on a

2 1
Or z, — oo (important a préciser) donc
n—-400
= 2 2—|—2+<1) = 2 2+o0(1 1—>0
f (xn) n~>_+oo “n 7 © a < " n~>_+oo “n 0( ) car E n—-+0o00
& 2arnn%:+00n+2+0(1)
n
& xnn_;m§+1+o(1).
Conclusion,
n
no= 5+1+o(1).
Par la question précédente, z,, ~ 7. Donc par définition, lim — =1ouencore lim — =2.
n—-—+o00 n—+o0 2%y, n—+00 Xy,
. . n
Conclusion, |la suite (E)%N* converge | et
lim AL 2
n—-+oo Tn

10/]10;



