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Mathématiques PTSI, DM7 2025-2026

Devoir Maison 7
(nouvelle version)
continuité-dérivabilité, suites

A faire pour le mardi 24 février

Probleme I - Continuité, dérivabilité

Partie 1 : Le taux de 7 détonne

Soient (a,b) € R?, a < bet g : [a;b] — R une fonction continue sur [a;b] et deux fois dérivable sur ]a; b[. On
suppose que pour tout x € Ja;b[, ¢"(x) > 0 et on note

YV € Ja; b, T(x) =

1. Justifier que 7 est € sur ]a; b[ et calculer sa dérivée.
2. Soit = € Ja; b[. Montrer qu'il existe ¢, € |a;z[ tel que 7/(z) =

3. Conclure que 7 est croissante sur |a; b|.

Partie 2 : A appliquer deux fois par jour

Soit
j0;1] — R
arcsin(x2)

T x

4. A Taide de la partie précédente démontrer que f est croissante sur ]0; 1[.

5. Calculer la dérivée de f sur |0;1[.

6. En déduire que pour tout ¢ € |0; 1], arcsin(t) < 12;2.
7. Montrer que pour tout z € |0; 1], f/(z) < 12—934'
8. Montrer que f est %—lipschitzienne sur }0; % [
Partie 3 : Recollons les morceaux
On considere
-1;1] — R
arcsin(xQ) Gizrc }0 1]
. xT )
v T = 0 sizx=0
x six € [-1;0].

9. Justifier que ¢ est continue sur [—1;1].
10. Montrer que ¢ est €1 sur |—1;1].

11. (a) Calculer le développement limité a 'ordre 3 en 0 de x +— arcsin(x).

(b) Montrer que ¢ n’est pas € en 0.
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Probléme II - Suites numériques

Partie 1 : Etude de f

Pour tout z € Ry, on pose f(z) =

1.

22
x+1°

Déterminer le tableau de variations complet de f sur R.
Préciser f(1) et I’équation de la tangente de f en 0.
Déterminer un développement asymptotique de f a l’ordre o (%) de f quand x — 4o00.

En déduire le comportement asymptotique de f en +oo (existence d’asymptote ou non et en cas
d’existence position de la courbe de f par rapport a cette asymptote).

Résoudre sur Ry I'équation f(z) > x et en déduire la position du graphe de f par rapport a la droite
y=asur R,.

Tracer le graphe de f sur R.. Faire apparaitre sa tangente en 0, son asymptote en +o0o et la droite
Yy =2x.

Partie 2 : Une suite récurrente

On fixe ug € ]0; 1] et pour tout n € N, uyy; =

7.
8.
9.
10.
11.
12.
13.

2u2

14+upn °

Justifier que la suite (uy,), oy existe et est a valeurs dans ]0; 1[.
Déterminer la monotonie de la suite (uy),,cx-
En déduire la convergence de (uy), cy et déterminer sa limite.

Justifier I'existence d’un entier ng € N tel que pour tout n > ng, u, < %

]

(S

On pose k = % Montrer que f est k-lipschitzienne sur [O;

En déduire que pour tout n > ng, u, < kn;no .

Retrouver le résultat de la question

Partie 3 : Une suite implicite

14.
15.
16.
17.

18.

Justifier que pour tout n € N, il existe un unique z,, € Ry tel que f (z,) = n.
Déterminer la monotonie de (), cy-

Déterminer, si elle existe, la limite de (z,,),,cy-

A Tlaide de la question [3.| déterminer un développement asymptotique de z, a 'ordre o(1) quand
n — +00.

En déduire la convergence et la limite de (xﬂ) .
n/n *



