Mathématiques PTSI, DM4 Cor 2025-2026

Correction du Devoir Maison 4
Equations complexes, calcul d’intégrales,
équations différentielles d’ordre 1

Du mardi 02 décembre

Probleme I - Equations complexes

Soient A, B, C, I, O les points d’affixe respectivement z4 = 1—i, 25 = V/2i, 2 = 1—1—(\/5 - 1) 1,21 = %
et Zp = 0. Soit f la fonction définie sur C \ {ﬂz} par
z—141
vzeC\ {vail, =T
V{Vaih, e = Ner
1. On a les égalités entre les complexes suivantes :

zAzl—i:\f<f— f) VEeis .

2 2

Et, '
ZB = \/57, = \/561% .

Conclusion,

zA:\/ﬁe_i% et ZB:\/ﬁeZ%.
2. Soit A le discriminant de 22 — (1 +1i)z +2+2i. On a
A=1+1)*-4(242)=142—-1-8—8 =—8—6i.

Soit (x,y) € R? et § = x + iy. On a les équivalences suivantes :

2 =A & — 9?4 2izy = —8 — 6i

2?2 —y? = -8
2zy = —6 par unicité de la forme algébrique

81" = 14|

=1
Ly + L1+L3

2xy = —6 L3+ L32L1

y? =9

4

2
2 —y? = -8
= Qxy— —6
22 +y? = /64 + 36 = /100 = 10

z=-1
ou car zy < 0
y=3

& 0=1-23i ou 0=—-1+3i.

Fixons § = 1 — 3i, alors les solutions de I’équation sont

14+i+1—-3¢ ‘ 14+i—143i
7=—"7"—""—=1—4 et g = ——— = 2i.
2 2
Conclusion, ’ensemble des solutions est donné par
= {1 —i;2i} .
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3. Soit (E) : 2% — (1 +14) 2° + 2 + 2i. Soit z € C. Posons w = z°. On a
(E) s W14 w+2=0.

Par la question précédente, on a

() & w=1-i=V2e't oU  w=2i=2¢"
= 2° = ﬂe_i% ou 2° = 92¢i3
& 3k € [0;4], z= (21/2)1/5 i35 i 25" ou 2 = 21/5 ¢if5 i %"
e 3kel0d], 2=2Y06%FT ou z=2lSetHE
Conclusion,

7= {20 T 2P | e 0,4]

4. Soit # € R. On a les équivalences suivantes :

am=el(zp—z20)+2c & 1-i=e?(V2i-1-(V2-1)i)+1+(V2-1)i
& l—i—1—ivV2+i=¢e"(-1+1)

o V- wf(f f)

2
< —i=¢felT
& e™i% — i T
™ 3T
—— = — |2
& 5 9—1—4 [27]
T 37
=——-——[2
& 5 1 [27]
5T 3T
f=——=—1[2
& 1 1 [27]

Conclusion, on obtient bien un angle solution et donc :

3
A est 'image de B par la rotation de centre C' et d’angle Zﬁ

5. (a) Soit z € C\ {V2i}. On a les équivalences entre complexes suivantes :

z € f(U) & f(z)eU

e ffE) =1
N 2—1—1—2'5—1—1':1
2 —V2i Z+V/2i
& fPez—iz—ztizdldi—it =[P+ V22— V2iz+ 2
car z # \/2i
& —(242) —i(z—%) =V2i(z — 2)
& —2Re (2) 4 2Im(z) = —2v/2Im(z)

& (\@ + 1) Im(z) = Re(z).
Posons = Re(z) et y = Im(z). Dés lors,

z€ f7(U) & :U:(\/i—l—l)y & z:(\/§+1)y+iy:<\/§+1+i)y
211



-
o
e Yoo Mathématiques PTSI, DM4 Cor 2025-2026

On note que si z = \/§z’, onax=0ety= V2et 0 #* (\/i—i- 1) V2. Donc \/iz ne fait pas partie
de I’ensemble solution. Conclusion,

e ={(V2+1+i)yec|yer},

(b) On note D I’ensemble des points dont 'affixe est dans f< (U). Siy =0, on a
0=(V2+1+i)yef~(U) = O0e€D.
De plus,

zatzp  1—i4+vV2i 1 V2-1
2 2 2 2

zZ] =

Si on prend y = @, on a

= ZJ-

(V2+1+i)y=(V2+1+i) \/52_1:2_1“2(*/5‘1) :1+i(2ﬂ—1)

Donc par la question précédente, zr € f< (U) et donc I € D.
Enfin, siy =+v2—1,0n a

(V2+1+i)y=(Va+1+i)(V2-1)=2-1+i(V2-1)=1+i(V2-1) = z.

Donc z¢ € f< (U) et donc C' € D. Conclusion,

’Les points O, I et C appartiennent a D. ‘

(c) Soit z € C\ {V2i}. On observe que

ze f<(U) & f(z)eU

& |f)=1
z—1+1
o "2_\@":1
& \z—1+i|:’z—ﬂi‘ car z # \/2i car M # C
& |z — zal = |z — zB].
Conclusion, on a bien
’zef“(U) & |z—zA|:\z—zB|.‘

(d) Par la question précédente, pour M (z) un point du plan complexe différent de B, on a

MeD & z e fT(U)

& |z — z4| = |z — zB]|
& AM = BM
& M est sur la médiatrice de [AB].

Répétons que zp ¢ f (U) et donc B ¢ D. Donc

’L’ensemble D est la médiatrice de [AB]. ‘
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6. Méthode 1, par les diagonales. On a vu que O € D, C € D. Or C # O, donc D = (OC). Donc
par la question précédente, (OC) est la médiatrice de [AB]. Donc les diagonales [AB] et [OC] sont
perpendiculaires. De plus, z; = 24$28 donc z; est le milieu de [AB]. Calculons I’ (z/) le milieu de

[0C] :

zo+zo 1+ (V2-1)i
2 2 — A

[ =

comme vu a la question

Donc I’ = I et donc les diagonales se coupent en leur milieu et sont perpendiculaires. Conclusion,

’ACBO est un losange.

Méthode 2, par les cotés. On a vu que O € D, C' € D et que D est la médiatrice de [AB] donc

OA=0B et

et

Conclusion,

AC = CB. Montrons que OA = AC. On a

OA =24 — 2| =|1—-i|=V2

AC = |zc — 24| = ‘14—(\@—1)2'—14—@" — ‘\/52‘ - V2.
Donc on a bien OA = AC et donc OB = OA = AC = CB et ACBO a ses quatre cdtés égaux.

’ACBO est un losange. ‘

7. Soit # € R. On a les égalités entre complexes suivantes :

—\@i et? +1—

Conclusion, o

us

2

i = \@e*i ei0 —I—\/ieii%
= \/§ (ei(efg) —|—e_i%

par factorisation par ’angle moitié

— Va5 ({85 4 o4
. . 0 T
=2 i(5-%) 2 (, _ 7) )
€ Ccos 5 3
n a bien
. 0 ] i
VO ER, —V2ie’? +1— i =2v2cos (§—g> ei(5—%) .

8. Soit n € N, n > 2. Soit z € C\ {\/iz} On a les équivalences suivantes :

z€ [T (Uy)

A Taide de la

ze fT(

U,)

& f(z) e,
& Ik € [0;n — 1], f(z)= et
— 142 2km
& Jk € [0;n — 1], : +'Z: B
z—V2i
& dkeon-1],  z-l+i=en (z—V2i)
- 2k
&  Feon-1], z(1-e

2km

question précédente, avec 6 = ,
n

on obtient que

(

-2k

& Jk € [0;n — 1], 1—en

4/

) = 2\/§COS<

car z — V20 # 0

) = —V2ie W 11—

k

™
n
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De plus, si kK = 0, on obtient
z (1 — ei%Tﬂ) =0=2v2cos (—%) e_i% ce qui est faux.

km

Donc k =0 et 1 — ei*n" # 0. Par suite, z € f© (U,,) si et seulement s’il existe k € [1;n — 1] tel que

2v/2 cos (%” — %) e’(kf*%)
= “okm
1—¢e"n

_ 22eos (8 - )5 F)

= — — par factorisation par ’angle moitié
e''n (e_ no— eZT)
s

sin (7”)

km T

_ QCOS‘(Wk— 3) i %
sin (%)
Conclusion,
cos (k— - E) x
po ) = {vaS G =8 g | e pun-1p ).
sin (7”)

Probléeme II - Calcul d’intégrales

On fixe dans tout ce probléme I =]0;+o00[ et on pose pour tout n € N,

T 7577,—1
Ve el, F, = / —dt.
v n(x) 1 14¢2

Partie 1 : Fiez-vous aux Fj, n’en faites pas fi

1. Soit n € N. Pour tout t € I, 1 +t?> > 1> 0 et t > 0 donc la fonction f : t ﬁ—;; est continue sur 1
(y compris si n = 0 et donc t"~! = % ). De plus 1 € I. Donc

‘par le théoréeme fondamental de ’analyse, la fonction F;, est bien définie sur I

et est méme une fonction €' sur I en tant quunique primitive de f s’annulant en 1.

2. Soit x € I. On a s 1
F = —dt.
1) /1 1+ 2

On reconnalit la dérivée de la fonction arctan :

Fi(x) = [arctan(t)]!=7 = arctan(zx) — arctan(1).

Conclusion,

Vo eI, Fi(z) = arctan(z) — Z

JE



-
o
ot s Mathématiques PTSI, DM4 Cor

2025-2026

3. Soitz €I1.0n a

Fg(l’):/lx ! dt.

1+t

u/

On reconnailt du 5 -

t=z In(1+2%) —In(2)

[ln(‘lﬂzm -

Fg(az) - t=1 2

1
2

Conclusion,

In (14 2?) —In(2)
5 .

Vx € 1, Fg(x):

Vérification : F'(z) = 31225 = 1% OK!

1+22
T t2
F: = ——dt.
3(@) /1 1112

4. Soit x € I. On a

On extrait la partie entiere :

T2 4+1-1

@ 1
= 1-—dt
/1 1+ 2

—r—1- [arctan(t)]ijf

=z — 1 —arctan(x) + arctan(1).

Conclusion,
Vo e I, Fs(x) ::c—arctan(x)—i—% -1
Vérification : Fi(x) =1 — 1+1$2 = 1{1151 = 1_{;2 OK!

5. Soit (a,b,c) € R3, pour tout t € I, on a

1 a bt+ec 1 a(l+82)+(bt+o)t
t(1+t2)_¥+m < t(1+1t2) t(1+1t2)
N 1 _at2+a—|—bt2—|—ct
t(1+12) t(1+t2)
- 1 (a+b)t*+ct+a
t(1+t2) t(1+1t2)

On note alors qu’il suffit de prendre

a+b=0 b=—-a=-1
c=0 < c=0
a=1 a=1
Conclusion, pour a=1,b=—1et ¢=0, on a
1 1 t
vtel, ——— =

t1+82) ¢ 142

.. S N S L L | /
Vérification : 5 32 = W1F2) — i+e) OK !

o/
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v gt |
Fo@) = ———dt={ —_at.
ol=) /1 1+ 2 /1 t(1+2)

Donc d’apres la question précédente,

FO(JU)—/lxl— '

t 1+

= [ (e - 5 1+

t=1
1 1
:ln(x)—iln(l—l—acg)—0+§ln(2) car z > 0.
Conclusion,
1 1
Vx €1, Fo(z) = In(x) — 3 In (1+ x2) + 5 In(2).
L. . v 1 12z _ 1 /
Vérification : Fy(xz) = 5 — 5 Ther = 5 1+I2 OK |

7. SoitneNetzel Ona

n—1

T mt
F, F, = ——dt ——dt
(2) + Foga(2) /lmg +/ o

/:Jc = 1 _|_tn+1
L 1+

_/ i 11+t2 &
1442

= / L de.
1

dt par linéarité de l'intégrale

Premier cas, si n # 0, alors,

tn t=x "
n(T) + Foya() nl n

S |-

Second cas, si n = 0, alors

T ] _
Fo@) + Pale) = [ 5 dt = ()=} = In(a).
On remarque que cela est cohérent avec les questions [3] et [6.] car nous avions

In (14 2?) —In(2)

1 1
Fo(z) + Fa(z) = In(x) — 3 In (1+2%) + 3 In(2) + 5 = In(z).

Conclusion,

zv 1 0

Veel, VneN,  Fu(a)+ Faps(a) =40 0 507

In(z) sin=

En particulier, pour n = 2,
22 1 z?

Donc par la question

1 In(1+22)—1In(2 22 —In(1+2%) +1In(2) -1
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On admet que pour tout x € R,
F3(z) = x — arctan(x) + % —1.

8. On note que la fonction ¢ — tarctan(t) est continue sur R donc sur [1; \/3] et donc . Posons

=1
vie [1;v3], {“0=5
v(t) = arctan(t).
Les fonctions u et v sont €' sur [1; \/3] et
"ty =t
vt e [1;v3], {“() )

Donc par intégration par parties,
V3
A= / tarctan(t) dt
1

% VS VB2 g
5 arc an( )L_l /1 SR

= %arctan (\/3) — %arctan(l) — %Fg (\/§> .

Donc par la question

A:gxg—%x%—%(\/g—arctan(\/g)—i—%—l)
T T 3 ® 7w 1

“378 276 872

_ 5w 1—+3

12 2

Conclusion,

1—
PR e )
12 2

9. On note que pour tout t € R, 1 4% > 1 > 0. Donc la fonction ¢ — % est continue sur R donc

notamment sur [0; 1], donc . Posons pour tout t € [0;1], s =e! < t=1In(s). Sit=0,s=1.
Sit=1, s =e. Enfin, la fonction In est ¢! sur [1;e] et dt = %. Ainsi,

1 3t e 3 d e 2
© > ° _ds=F(e).

B: —_— = —_— [ —
o 1-+e2t 1 1452 s 1 1452

Conclusion, par la question [4]

B:e—arctan(e)—l—%—l.

10. Pour tout t € [0;1], 1+t > 1> 0 donc t — 17\4/51: est continue sur [0; 1] donc

[C existe. ]

/i
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Posons s = /t. Sit=0,s=0et sit =3, s =+3. De plus t = s2. La fonction s — s est €' sur
[0; 3| et dt = 2sds. Donc par changement de variable,
5 Vi

C = —dt
o 1+t

Toujours par la question [4]

C:2<\/§—arctan(\/§>+%—1—0+0—%+1):2\f—2§.

Conclusion,

szf—%”.

Probleme III - Equations différentielles d’ordre 1

Prérequis : On admet que la fonction exponentielle admet un développement limité a tout ordre au
voisinage de 0, autrement dit on admet que pour tout n € N, il existe ¢, : R — R vérifiant lirrb en(0) =0
n—

et telle que
(%) Vo € R, e’ = Z — + 2" ey (),

On considére I’équation d’inconnue une fonction y de R dans R dérivable telle que
(E) Ve eR, |zy(x) — (z + Dy(z) = 2*.

On définit également les équations suivantes :

(E™) Ve € Ry, |z]y(2) — (2 + Dy(z) = 2%,
(Ey) Ve € RY,  |z]y(z) — (z+ y(z) =0,
(E7) Yz e R*, |z|y/(z) — (z + Dy(z) = 22,
(Ey) Vo e R*,  |z|y/(z) — (z + 1)y(x) = 0.

et on note respectivement .7, ., S, .S~ et F; les solutions de (E)), (EF), (Ef). (E7) et (Ey).
Partie 1 : Qui positive, peut le +. Et qui peut le +...

1. Pour tout € R, |z| = 2 > 0. Donc

z+1

(Br) & VreRl, ¢(@)-—

y(x) = 0.

La fonction z — £t1 = 141 est continue sur R% donc admet des primitives sur ]0; +-0o[ en particulier
la fonction x +— = + In(x) est une primitive de z xT“ =1+ % sur R% . Donc yg est une solution de
(Eq], si et seulement s'il existe C' € R telle que

Ve e RY, yo(z) = C ™) = O e® .

En d’autres termes,

RY — R
z — Cxe®

o/id

y0+:{y0: CER}:Vect(R; - fex>'
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. RT —R . - .
2. Soient y : R} — R, yo : x+ Ly ol et z 1 x — % La fonction y est dérivable sur R si et
seulement si la fonction z est dérivable sur R% et de plus pour tout = > 0,

y'(z) = 2/ (2)yo(2) + 2(2)yp(2).
Par conséquent,

y solution de (E7)) = Ve e RY, () ylx) ==z
x

& Ve e RY,  2'(z)yo(z) + 2(2)yp(z) —

T @) =«

=0 car yp € f(;r

2 (z) = T - e car Yz > 0, yo(x) # 0.

& Vr € RY, @) e

Donc

y solution de (E7)) & JCeR, Vz eRY, z(z)=C—-e"
& IC eR,Vz eRY, y(z)=(C—e")ze” =Cae® —u.

On a donc bien

R —R
+ + R
7 { x = —x+Cre® ¢e } )
Partie 2 : ...peut le — (enfin plus ou moins).
: Yot : u(t) = e’ .
3. Soit z € R. On pose I(z) = / t*e" dt, puis pour tout ¢t € R, (1) = 2 . Les fonctions u et v sont
0 v =
. u'(t) = et o .
%" sur R et pour tout ¢t € R, ") = 21 . Alors par intégration par parties,
v =

T x
I(z) = [t2et]f_0—/ 2tetdt:x2ez—/ 2t e" dt.
B 0 0

u(t) = et
®) . Les fonctions u et v sont €' sur R et pour tout t € R,

On repose alors pour tout ¢t € R, { ;
v =

u'(t) = et P . .
(1) = 2 . Par une seconde intégration par partie, on obtient
v =
2 @ *
I(z) = x*e” — [2tet]t:0 —|—/0 2¢ dt

=22e® -2z 6" + [2 et] Zg

/xthtdt: ($2—2x+2)ex—2.
0

4. On a
r+1

(Ee) &  VeeRL, y(2)+——y(2)=0.
La fonction z — —xTH =-1 —% est continue sur R* et admet donc des primitives sur R* , notamment
la fonction = ++ —z — In (|z|). Donc y est une solution de (E; ] si et seulement si
C C
JC € R, Vz € R, y(z) = C e v Inllzl) = W e v =—e "
x x

10/14
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avec C' = —C. En d’autres termes,
_ R* — R } R* — R
5’0—{2/0- N %e_”“ ‘CER —Vect( N ezm),
R* — R

5. Soient y : R* — R, yg: e et z : x — y(z)xe”. La fonction y est dérivable sur R* si et
x

T
seulement si la fonction z est dérivable sur R* et de plus pour tout z < 0,

Y (@) = 2 (@)yo(x) + 2(x)yp ().

Par suite,

1
y solution de (E~)) & Ve e R, —ay(z) — v y(x) =

x
1
& VzeR, y(z)+ "“’Z y(@) = —x
* / / z + 1
& Ve eRL, Z(x)yo(z)+ 2(z)yo(x) + z(z)yo(z) = —x
=0 car yo € S

& Ve e R, 2(z)= I car Vo < 0, yo(x) # 0.

yo(z)

Or d’apres la question , on sait que x — — (:1:2 — 2z + 2) e” est une primitive de z — —x?e® sur
R. Donc
y solution de (E~) & 1C e R, Vz e RY, z(z) =— (552 -2z +42)e" +C

— (22 — 2z +2) " +C
o 3CER VoeR', yo)= T

xe®

Ce *—-2
& aC e R, Vo € R*, y(a:):—x—|—2+67.

Finalement, on a bien

R* —R
yiz N —x C R .
{ x ’—>—$+2+% | < }

Partie 3 : Lorsque les connexions se font, la solution apparait

Soit y € 7.

6. Puisque pour tout x € R, |z|y/'(x) — (z + 1)y(z) = 2%, on a notamment pour z = 0, —y(0) = 0 et
donc [y(0) =0

7. Si y est une solution de sur R, alors y est une solution de (E™)) sur R% et de (E~)) sur R* i.e.
y € T N.7". Dapres la Partie A, il existe A € R telle que pour tout = > 0,

y(r) = —x + Axe”.

D’autre part, d’apres la Partie C, il existe B € R (attention de bien prendre un nouveau nom pour
cette nouvelle constante) telle que pour tout x < 0,

Be ™ -2

y(z) = —z+2+

11/14
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8.

10.

En couplant ces expressions avec la question précédente, on a

—x + Az e® sixz >0
Ve eR, y(xz)=14y(0)=0 siz=0
—x+2+¥ six < 0.

1
Soit C' € R. Premier cas : supposons que C > 2. Alors, lim Ce ™ -2 =C —2 > 0 et lim — = —oo0.
z—0 z—0 T
<0 <0
Donc, par quotient,
. Ce™™ =2
lim — = —o0.
z—0 x
<0

Deuxieme cas, si C < 2, alors lirr(l) Ce™—-2=C—-2<0 et donc,
T—
<0

. Ce™ -2
1lm7:+00.
x—0 xT

<0

Troisieme cas, C' = 2, on obtient alors une forme indéterminée mais I’on reconnait la limite du taux
d’accroissement de la fonction f : x — e~ qui est bien dérivable en 0. Donc

27T -2 -1
lim =%~ = 2 Jim ° = 2f/(0) = 2070 = 2.
x—0 x z—0 xT
<0 <0
Conclusion,
—00 siC >2

. 2e77 -2 )

lim — =< -2 siC =2

x—0 x

z<0 +oo siC < 2.

Puisque la fonction y considérée est une solution de , par définition elle est nécessairement dérivable
sur R et donc notamment, y est continue en 0. Par suite, on a lir% y(x) = y(0) = 0. Puisque —z+2 —
Tr—

x—0
z<0

2, on déduit de la question précédente que y admet une limite finie & gauche en 0 si et seulement si
B =2 et alors on a bien

li =— —-2=0.

lim y(z) 0+2-2=0

<0

Donc il faut que B = 2 et alors y est continue a gauche en 0. ‘

D’apres la relation (%), pour n = 3, on sait qu’il existe une fonction &3 : R — R telle que pour tout
x € R,

2 3
T T
ou encore pour tout x € R* |
z2 23
e:’::l—m—l—?—g—xgég(—x).

12/14
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En particulier,
Be™ -2
Vo € R* | y(x):—x+2+67
x
2% =2
=—T+2+ ——
x
2 — 20 + a2 — & — 203, (—x) — 2
_ ioa r+x 3 x°E3 (—x)
x

22
:—x+2—2+x—§—2x253(—x)

x
= 2%, (—
3 €3 (—x)
On pose alors €3 : R* — R définie pour tout x € R* par e3(x) = —€3 (—x) et on a bien e3(z) — 0.
z—
On obtient donc que
2
Vo e R, y(z) = —%4—:1:253(35).

On a donc par passage a la limite dans 1’égalité précédente quand x — 0, x < 0, sachant que
es(x) — 0,
T—

D’autre part, VA € R,
lim y(x) = lim —x + Aze® = 0.
z—0 z—0
>0 >0

Enfin, y(0) = 0, conclusion
lim y(z) = 0 = y(0).

z—0

Donc la fonction y est continue en 0. La fonction y étant continue sur R* et sur R* comme composée

de fonctions continues, on en déduit que ‘1a fonction y est continue sur R.

Pour que la fonction y soit dérivable sur R, il faut qu’elle soit dérivable en 0 et donc par définition que
la limite de son taux d’accroissement existe. Notamment la limite a droite de son taux d’accroissement
doit exister (pente a droite de la fonction). Or pour tout x € R ,

y(x) —y(0) —x+ Aze”

= =—1+Ae".
x x

La limite quand * — 0, z > 0 de ce taux d’accroissement existe bien et vaut :

fim Y@ =y
z—0 x
x>0

Mais il faut de surcroit que cette limite coincide avec la limite a gauche de son taux d’accroissement.
On a, d’apres la question pour tout x € R* ,

) — _z? x2 x x
y( )xy(o) __3 +x s ):—3—1—3:63(36).

Et puisque e3(x) — 0, on en déduit que
T—

o 4(@) = y(0)

x—0 xT
<0
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Donc pour que y soit dérivable en 0, il faut que les deux limites soient égales et donc que —1+ A =0
i.e. A= 1. Dans ce cas, on a bien

o ¥(@) —y(0)

x—0 €T

T#£0

=0.

Conclusion, si A =1, alors y est dérivable en 0 et y'(0) = 0. ‘

13. Sin =1, d’apres (%), on sait qu'il existe £1 : R — R telle que €1 (z) — 0 telle que
T—

Par conséquent, puisque A =1,

Vz € R, ef =14+zx+zei().

Vo e RY,

y(z)

= stz =—a+r+aitaie(z) =2 +2%e(x).
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