Mathématiques PTSI, TD25

2025-2026

TD25
Couples de variables aléatoires

Exercice 1 Soit X une variable aléatoire sur un espace probabilisé fini (2, P) dont
la loi est donnée par :

k “1] 0] 1] 2]3
P(X=Fk)|1/6 | 1/4|1/6|1/6 | 1/4

1. Calculer son espérance et sa variance.
2. Soit Y = X2. Donner la loi de Y.

Exercice 2 Dans un jeu télévisé chaque candidat tire trois questions parmi neuf :
trois scientifiques, trois d’histoire et trois littéraires. Soit X le nombre de questions
scientifiques tirées et Y le nombre de questions littéraires.

1. Donner la loi du couple (X,Y) ainsi que ses lois marginales.

2. Déterminer la loi et ’espérance de X sachant (Y =1).

Exercice 3 On lance un dé a quatre faces numérotées de 1 & 4. Si D est le nombre
obtenu, on lance une piece D fois. Soit X le nombre de pile. Quelle est la loi du couple
(D, X)?

Exercice 4 Soient X; une variable uniforme sur {—1,0, 1}, X5 une variable uniforme
sur {—1,1} et Z = X7 X5. On suppose X1 et X5 indépendantes.
1. Déterminer la loi conjointe du couple (X7, Z).

2. Les variables X et Z sont- elles indépendantes ? Déterminer leur covariance.

Exercice 5 Un cavalier a n € N* haies & sauter numérotées de 1 a n, il s’arréte
au premier saut non réussi. On suppose que s’il se présente devant la k*™e haie, la
probabilité pour qu’il réussisse son saut est ¢ €]0, 1[. On note X le nombre de sauts
réussis, ainsi X prend pour valeur 0 s’il échoue a la premiere haie.

1. Déterminer la loi de X.

2. On suppose que pour tout k € {1,...,n}, on a g = ¢ (constante). Déterminer la
loi de X en fonction de g et p =1 —gq.

3. A laide de la fonction génératrice, calculer I'espérance de X.

4. Déterminer lim E(X).
n—+oo

Exercice 6 On choisit au hasard un nombre n entre 1 et 1000, puis un nombre entre
1 et n. On souhaite savoir ce que I'on obtient en moyenne pour ce second nombre. On
note X la variable aléatoire réelle correspondant au premier nombre choisi et Y au
deuxieéme nombre.

1. Déterminer la loi du couple (X,Y).
2. Déterminer la loi de Y . (On ne cherchera pas a calculer les sommes).
3. Répondre enfin a la question posée en introduction.

Exercice 7 Un dé a six faces ameéne le 6 avec la probabilité p €]0, 1] & chaque lancer.
On lance le dé une infinité de fois et on note X,, la variable aléatoire réelle égale au
nombre de fois ou le 6 est sorti au cours des 6n premiers lancers (n € N*).

1. Donner la loi de X,,, son espérance et sa variance.
2. Ecrire I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour X,.

3. On suppose le dé équilibré. D’apres I'inégalité, a partir de quelle valeur de n est-
on sur d’obtenir une proportion de 6 dans un intervalle de longueur 10~2 autour
de 1/6 avec une probabilité d’au moins 1/2

Pour aller plus loin

Exercice 8 Une urne contient n boules vertes et n boules jaunes. On tire les boules
une & une, sans remise jusqu’a obtenir la derniére boule jaune. Soit X le nombre de
tirages nécessaires.

1. Déterminer la loi de X.

2n—1 k m
2. En dédui =
n deduire que Z (n _ 1) ( n )

k=n—1
3. Déterminer E(X).

Exercice 9
1. Soit n € N* et X une variable aléatoire réelle telle que X (Q) C [0,n], montrer

que E(X) = Xn:P(X > k)
k=1

2. On effectue trois tirages d’une boule avec remise dans une urne contenant n boules
numérotées de 1 a n (n > 3). Soit X le plus petit numéro obtenu. Déterminer la
loi et 'espérance de X.

Exercice 10 Une urne contient n jetons numérotés de 1 a n. On tire les jetons un
a un sans remise jusqu’a obtention d’un numéro supérieur au précédent. On note L
la longueur de la suite des résultats obtenus (On posera L = n + 1 si on tire les n
numéros dans lordre strictement décroissant).
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1. Déterminer la loi de L (on pourra étudier les événements (L > k)).

2. Calculer 'espérance E(L).

Exercice 11 Une urne contient une proportion inconnue p de boules blanches. On
y effectue une série de n tirages d’une boule avec remise et on approxime p par la
proportion Z,, de boules blanches sur les n tirages.

1. Montrer que pour tout € >0, P(|Z, — p| > ¢) < 5.
Indication : Démontrer que Vx €]0,1[, 0 < 2(1 —z) < i

2. En déduire une condition sur n pour que I'approximation donne une valeur ap-
prochée de p & 0,01 prés avec une probabilité supérieure ou égale & 95%.

Exercice 12 On dispose de deux urnes. La premiere, Uy, contient n + 1 jetons
numérotés de 0 a n; la seconde, Us, contient n jetons numérotés de 1 & n. On tire au
hasard un jeton de 'urne U; et on note N le numéro obtenu ; puis on tire une poignée
de N jetons de I'urne Us,.

1. Déterminer ’espérance et la variance de N.

2. Soit X; la variable aléatoire réelle prenant la valeur 1 si le jeton numéro i de
I'urne U, a été tiré, et la valeur 0 sinon.

(a) Quelle est la loi de X;, son espérance et sa variance ?

(b) Déterminer la covariance des couples (X;, X;) pour ¢ # j. Ces variables
aléatoires réelles sont-elles indépendantes 7

Rab

Exercice 13 Un tiroirs possede 5 paires de chaussettes bleues et 3 paires de chaus-
settes blanches. On choisit au hasard et sans remise les paires de chaussettes une a
une jusqu’a l'obtention d’une paire de chaussettes bleues. Soit X le nombre de tirage
nécessaires.

1. Donner les valeurs prises par X. Déterminer la loi de probabilité de X.
2. Calculer E (X).

Exercice 14 On lance simultanément deux dés équilibrés et on note X le maximum
des deux chiffres obtenus.

1. Déterminer la loi de X.

2. Calculer I'espérance et la variance de X.

Exercice 15 Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi uniforme sur
{1,...,20}.

1. Quelle est la loi de sup(X,2) — 17
2. Quelle est la loi de 20 — X ?

Exercice 16 Une urne contient 6 boules blanches et 4 boules noires. Un joueur tire
simultanément 3 boules au hasard. On suppose qu’il gagne un euro par boule blanche
tirée et perd deux euros par boule noire tirée. On note X son gain. Donner la loi de
X et son espérance.

Exercice 17 Le joueur lance deux dés. S’il sort 7, il gagne 5 euros, sinon il perd 1
euro. le jeu est-il équitable ?

Exercice 18 Dans une urne, il y a 5 jetons marqués +2 et 7 jetons marqués —1,
on tire sans remise 4 jetons. On considere la somme des jetons tirés. En moyenne
qu’obtient-on ?

Exercice 19 Soit n € N*. On lance une piece de monnaie n fois de suite. A I'aide de
I'inégalité de Bienaymé-Thebychev, trouver une condition sur I’entier n pour que le
rapport du nombre de "face" obtenus sur le nombre de lancers soit strictement compris
entre 0,4 et 0,6 avec une probabilité supérieure a 0, 9.

Exercice 20 On lance 1000 fois une piece équilibrée. On note X le nombre de piles
obtenus. Donner en utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev un majorant de la
probabilité pour que | X — 500| soit supérieur & 50.

Exercice 21 On lance deux dés équilibrés ayant n faces numérotées de 1 a n. Quelle
est la probabilité qu’il y ait un écart de 1 entre les deux dés?

Exercice 22 On tire successivement et sans remise deux boules dans une urne conte-
nant n boules blanches et m boules noires, (n,m) € (N*)2. Soit X (respectivement
Y) la variable égale & 1 si la premicere (respectivement la deuxiéme) boule tirée est
blanche. Déterminer la loi du couple (X,Y) ainsi que les lois marginales.

Exercice 23 X et Y sont 2 variables aléatoires réelles indépendantes, n € N. X <
Z ([0,n]),Y — 2 ([0,n])

1. Déterminer la loi de X + Y.

2. Déterminer pour r € [0,2n] la loi conditionnelle de X sachant (X +Y =r)
Exercice 24 Soient X et Y deux variable aléatoire réelle de Bernoulli indépendantes
et de méme parametre p. Soient U = X +Y; V=X -Y

1. Donner la loi du couple (U, V).

2. U et V sont-elles indépendantes ?

Exercice 25 On lance trois pieces équilibrées. Soit X le nombre de piles obtenus et
Y la variable qui vaut 1 si on a obtenu plus de faces que de piles, 0 sinon.
1. Déterminer la loi du couple (X,Y).
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