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Bases et matrices

Question de cours. Soit (e, e, e3) la base canonique de R®. On pose u ’'endomorphisme de R? définit par
u(er) =e; —ea +23 u(eg) = —3e1 + 2e2 — e3 u(es) = —T7ep + 4deq + e3.

Déterminer la matrice de u dans la base canonique et déterminer rg(u).

Exercice 1. Soit u € .Z (Ro[X]) défini par

u RQ[X] — RQ[X]
P~ P+ P

1. Déterminer M la matrice de v dans la base canonique.
2. Justifier que u est bijective et calculer M 1.

3. Déterminer 'unique polynéme P € Ry[X] vérifiant
P+P =X*+X+1.

Exercice 2. Soit f € ¥ (R4) tel que f#0et fo f=0.

1. Montrer que Im(f) C Ker (f).

2. En déduire une comparaison entre la dimension de Im(f) et celle Ker (f).
3. Montrer que rg(f) € {1;2}.
4

. Montrer que si rg(f) = 2 alors il existe une base % de R* telle que

matg (f) =

o O oo
o O oo
oS oo
oo = O

5. Montrer que si rg(f) = 1 alors il existe une base % de R* telle que

matg (f) =

o O oo
o o oo
o O oo
oo o
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Question de cours. Soit f : R3[X] — R* défini pour tout P € R3[X] par f(P) = (P(1), P(2), P(3), P(4)). Déterminer
la matrice de f dans les bases canoniques puis déterminer son noyau.

Exercice 1. Soit n € N* et D lopérateur de dérivation sur R, [X] :

D : R,L[X] — R,L[X]
P— P.

1. Déterminer la matrice de D relativement a la base canonique.

2. On pose I' = Idg,, x] + D + D? 4 ... 4 D™. Montrer que I est inversible et déterminer I' .

0 1 1
Exercice 2. Soient A= |1 0 1] et u 'endomorphisme canoniquement associé & A. On pose e; = (1,—1,0),
0 0 1

ez = (1,1,0) et e3 = (0,0,1).

. Montrer que % = (e1, €2, e3) est une base de R3.

—

. Calculer T la matrice de u dans la base 4.
. Calculer T™ pour tout n € N.
. En déduire A™ pour tout n € N.

= W N
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Question de cours. On considére f € £ (Re[X]) défini pour tout P € Ry[X] par
f(P)=8P+ (X —5)P + (X — X?)P" + 3X.

Déterminer la matrice de P dans la base canonique.

Exercice 1. Soit f € £ (Rs[X],R*) définie par

i Ry[X] —»R*
P~ (P(0), P'(1),P"(2), P"(3)).

1. Déterminer M la matrice de f relativement aux bases canoniques.
2. Justifier que M est inversible et calculer M 1.
3. Soit P € R3[X]. Exprimer P’(0) et P”(0) en fonction de P’(1), P"(2) et P"'(3).

1 1 -1 -3
. R . 1 1 1 -2 , . s
Exercice 2. On considére la matrice A = 0 -1 0 1 et f ’endomorphisme associé & A dans la base
1 1 0 =2

€ = (e1,e2,e3,e4) de RY On définit B = (v1,v2,v3,v4) par
v =€ vg = f (61) U3 = €3 vy =f (63)-

Montrer que (v1,v2,v3,v4) est une base de R*.

Exprimer f (v1) , f (v2), f (v3) et f (v4) en fonction de vy, vy, v3 et vy.
En déduire B = maty (f).

Déterminer P = maty (%).

ARl

Retrouver alors le calcul de B par une autre méthode.
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Question de cours. Soient E et F deux K-espaces vectoriels et f € £ (E, F). On considére & = (ey,...,e,) une
famille de vecteurs de E. Montrer que si (f(e1),..., f(e,)) est libre alors & est libre.

Exercice 1. Soient E un K-espace vectoriel et f et g deux endomorphismes de E. Montrer que

Ker (g) NTm(f) = f (Ker (fog)).

Exercice 2. On considére € (R,R) I'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R. On définit les fonctions
cosinus hyperbolique ch et sinus hyperbolique sh pour tout x € R par

et +e 7 et —e™ %
2

On note H = Vect (ch,sh) et F={fe H| f(In(2)) =0}.

ch(z) =

1. Déterminer la dimension de H.

2. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de H.

3. Déterminer une base et la dimension de F'.

4. Soit ¢ : H — R? définie pour tout f € H par ¢(f) = (f (—In(2)), f (In(2))). Montrer que ¢ est un isomorphisme.
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Déterminer la matrice de u dans la base canonique et déterminer rg(u).

Exercice 1. Soit u € .Z (Ro[X]) défini par

u RQ[X] — RQ[X]
P~ P+ P
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ARl
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