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Colle du 27/09
Intégrales généralisées

Sujet 1

Question de cours. Enoncer le théoréeme de changement de variables pour les intégrales généralisées.
A Taide du changement de variables u = ef, étudier la convergence de I'intégrale suivante et la calculer.
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I= —dt.
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Exercice 1. Etudier la convergence de I'intégrale suivante et la calculer.
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Exercice 2. On pose pour tout n € N, [, = 0+O° t"e~tdt.
1. Montrer que pour tout n € N, I,, est bien définie.

2. Déterminer ’expression de I, en fonction de n € N.

Sujet 2

Question de cours. Donner la définition d’une intégrale divergente sur [1; +oo].

Etudier la nature de fOJrOC % dt.

Exercice 1. Montrer que l'intégrale suivante est convergente et la calculer.
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Exercice 2. On pose pour tout n € N* [,, = j;: (Hfi%)n.
1. Montrer que pour tout n € N*, 'intégrale I,, est convergente.

. Montrer que pour tout n € N*, I,, = 2f0+oo (14?%)"
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3. Montrer que la suite (I,,), oy~ €st convergente.
4. Déterminer une relation de récurrence entre I, 1 et I,,.
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. En déduire une expression de I, en fonction de n.
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Sujet 3

Question de cours. Enoncer et démontrer le critére de convergence dans le cas des fonctions a valeurs positives.
, . ez +oo _z2
En déduire que l'intégrale fo e~z dx converge.

Exercice 1.

M)

1. Ecrire un programme qui prend z € R en parameétre et retourne la valeur de e™ = .
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2. Soient A € R} et N € N*. Ecrire un programme qui retourne la somme de Riemann de la fonction z +— e~ =

sur [0; A]. On utilisera notamment le programme de la question précédente.

. . +oo _z2 e N
On cherche maintenant un programme qui retourne la valeur de fo e~ 7 dx avec une erreur inférieur a € > 0.

3. Soit € > 0. Déterminer A € R* tel que
too 2 €
/ e” 2 dr < -
A 2

4. Soit A € R* . Justifier que la somme de Riemann de f sur [0; A] est plus grande que I'intégrale de f entre [0; A].
5. Soit N € N*. Justifier également que
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Onpose f:R—=R, z+—e 7.
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6. En déduire que
A N-1

A ( A) A
J— < =
/0 f(t)dt N};f ) <%

7. On pose A = %. Déterminer N € N* pour que ’fOA fe)dt — % ZkN;Ol (k%)’ <5

. . N +oo _z2
8. Ecrire un programme qui prend € > 0 en parametre et retourne la valeur de fo e~z dx avec une valeur d’au
plus €.
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Exercice 1. Montrer que l'intégrale suivante converge et la calculer

+oo 2 -1
I:/ ——dt
o (I4+)v1i+tt

Indication : ou pourra poser t = 1/u.



