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Exercice 1 : Soient f une fonction de classe C1 de R2 dans R et r ∈ R. On dit que f est homogène
de degré r si ∀(x; y) ∈ R2, ∀t ∈ R?

+, f(tx; ty) = trf(x; y).
1) Montrer que si f est homogène de degré r, alors ses dérivées partielles sont homogènes de degré

r − 1.
2) Montrer que f est homogène de degré r si et seulement si

∀(x; y) ∈ R2, x
∂f

∂x
(x; y) + y

∂f

∂y
(x; y) = rf(x; y)

3) Montrer que si f est homogène de degré r et de classe C2 sur R2 alors,

∀(x; y) ∈ R2, x2∂
2f

∂x2 (x; y) + 2xy ∂
2f

∂x∂y
(x; y) + y2∂

2f

∂y2 (x; y) = r(r − 1)f(x; y)

Exercice 2 : On pose pour tout n ∈ N,

an =
∫ 1

0

(
1 + t2

2

)n
dt.

1) Montrer que pour tout n ∈ N, an ≤ 2
n+1 et en déduire limn→+∞ an = 0.

2) Soit (δn)n>1 une suite de réels compris entre ]0, 1[. Justifier que∫ 1

1−δn

(
1 + t2

2

)n
dt > δn

(
1 + (1− δn)2

2

)n
,

et montrer que lorsque δn → 0 quand n→ +∞, alors(
1 + (1− δn)2

2

)n
=

n→+∞
exp (−nδn + o(nδn)) .

3) En choisissant convenablement la suite (δn)n>1, déduire de la question précédente que ∑n∈N an
diverge.

4) Calculer ρ le rayon de convergence de la série entière ∑n∈N anx
n.

5) Justifier que ∑n∈N(−1)nan converge.
6) Pour tout n ∈ N on pose fn : [0, 1] → R définie par fn(t) = (−1)n

(
1+t2

2

)n
. Montrer que∑

n∈N fn converge simplement mais pas uniformément sur [0, 1[.
7) Soit a ∈]0, 1[, calculer ∑n∈N

∫ a
0 fn(t) dt.

8) En déduire ∑+∞
n=0(−1)nan.
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