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Mathématiques 1610

Travail a rendre a M. Lauvergnat le mardi 25 avril 2017. Le travail peut étre effectué en groupe
mais la rédaction doit étre personnelle. Toutes les réponses doivent étre soigneusement justifiées.
Responsables : MM. Benoit Cosson € Ronan Lauvergnat

Exercice 1 : Soient f une fonction de classe C! de R? dans R et r € R. On dit que f est homogene
de degré r si V(z;y) € R?, Vi € RY, f(te;ty) =t f(x;y).
1) Montrer que si f est homogene de degré r, alors ses dérivées partielles sont homogenes de degré

r—1.
2) Montrer que f est homogene de degré r si et seulement si

0 0
V(z;y) € R?, wai:(x; y) + yai(ﬂc; y) =rf(zy)
3) Montrer que si f est homogene de degré r et de classe C? sur R? alors,

o0 f 0*f o0 f
_ 2 2 ) ) 2 co — .
Exercice 2 : On pose pour tout n € N,
LT+ ¢2\"
n = dt.
¢ /0 < 2 )

1) Montrer que pour tout n € N, a,, < n%rl et en déduire lim,, -, a, = 0.

2) Soit (d,,)n>1 une suite de réels compris entre 0, 1[. Justifier que

1 2\ " o 2\
/ <1+t> dt>5n<1+(1 5n)> |
1—6n 2 2

et montrer que lorsque §,, — 0 quand n — 400, alors

(H@W>n = XD (=ndy +o(ndy)) .

2 —400

3) En choisissant convenablement la suite (d,),>1, déduire de la question précédente que Y, o ay,
diverge.

4) Calculer p le rayon de convergence de la série entiere Y, oy a,x".

5) Justifier que Y,,cn(—1)"a, converge.

6) Pour tout n € N on pose f, : [0,1] — R définie par f,(t) = (=1)" (#)n Montrer que
> nen fn converge simplement mais pas uniformément sur [0, 1.

7) Soit a €]0, 1], calculer Y, oy fo fu(t) dt.
8) En déduire > 12%(—1)"a,.



