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Feuille 3. Morphismes, anneaux et corps
Morphismes

Exercice 1. Soient (G, *) et (H,-) deux groupes.

1. Montrer que l'application 7 : G x H — G définie par V(g,h) € G x H, w(g,h) = g est un
morphisme de groupes et déterminer alors le noyau et I'image de ce morphisme.

2. Déterminer les éléments h € H qui font de l'application iy, : G — G x H définie par
Vg € G, in(g9) = (g,h), un morphisme de groupes. Déterminer alors le noyau et I'image de
ce morphisme.

Exercice 2. Soit G un groupe.
1. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que l'inversion J : G — G définie par
Vg € G, J(g) = g, soit un morphisme de groupes.

2. Méme question pour le carré ¢ : G — G défini par Vg € G, q(g) = g°.

Exercice 3. Montrer que ¢ : (Z, +) — (2Z, +) est un isomorphisme de groupes.
n+— 2n

Exercice 4. Montrer que 'application ¢ : (C*, x) — (C*, x) est un morphisme de groupe. Quel

z 2"
est son noyau ? son image 7

Exercice 5.

1. Soient G et H deux ensembles. Soient * une l.c.i. de G et - une l.c.i. de H. On considere ¢ :
(G,*) — (H,-) un morphisme bijectif et on suppose que (H,-) est un groupe commutatif.
Montrer alors que (G, *) est un groupe commutatif (isomorphe a (H,-) ).

2. Vérifier que pour tout (a,b) € R?, sh(a + b) = sh(a)ch(b) + sh(b)ch(a).

3. Montrer que (R, ®) est un groupe ou la loi ® est définie sur R par
Vir,y) €R%,  z@y=ay1+y2+yV11al.

Exercice 6. Soit G un groupe noté multiplicativement et a un élément de G. On désigne par f,

I'application de G dans G définie par f,(z) = ara™".

1. Montrer que f, est un automorphisme de G, c’est-a-dire un isomorphisme de G dans lui-
méme. On l'appelle « automorphisme intérieur ». On désigne par Aut G l'ensemble des
automorphismes de G et par Int G ’ensemble des automorphismes intérieurs de G.

2. Montrer que 'application ¢ : G — Aut G est un morphisme de groupes dont on déterminera

a > fq
le noyau.

3. Le couple (Int G, o) est-il un groupe ?



Exercice 7. Le but de 'exercice est de montrer que (R*, x) et (C*, x) ne sont pas isomorphes.
Soit ¢ : (R*, x) — (C*, x) un isomorphisme. Notons o = ¢~1(i), 'antécédent de i par .

1. Montrer que p(a?) = —1.
2. Conclure.
Anneaux
Exercice 8. L’ensemble 2Z muni des lois + et x est-il un anneau?

Exercice 9. On définit A comme étant ’ensemble des applications de R dans R continues. On
note par + 'addition de deux fonctions, x le produit et o la composition.

1. Quelle condition faut-il supposer sur f pour que fo (Id—1Id) = fold 4+ f o (—Id), ou
Id : x — x est la fonction identité sur R. En déduire que (A, +,0) n’est pas un anneau.

2. Vérifier que (A, +, x) est un anneau commutatif. On note 04 et 14 les éléments neutres pour
+ et X respectivement.

3. Montrer qu’il existe f et g deux éléments distincts de 04 tels que f x g =04.
4. Déterminer A%, les éléments inversibles de A.
5. Résoudre dans A ’équation f2 = 14 et I’équation f2 = f.

Exercice 10. On considére 'ensemble A = Z[v/2] des nombres réels de la forme a + by/2, ot
a€Z,beZ.

1. Montrer que pour tout x € A, il existe un unique couple (m,n) € Z? tel que x = m + nv/2.
2. Montrer que Z[v/2] est un sous-anneau de (R, +, x).

3. Montrer que l'application ¢ : ZIV?2]) — Z[V?2) est un automorphisme de 'anneau

m+nv2 e m —nv2.
(Z[v/2],+, x) (c’est une bijection, et un morphisme pour chacune des deux lois).

4. Pour tout = € Z[/2], on pose N(z) = z¢(z). Montrer que N est une application de Z[v/2]
dans Z, qui est un morphisme pour la multiplication.

5. En déduire que x est inversible si et seulement si N(z) = £1.
6. Vérifier que 3 + 21/2 et —3 + 21/2 sont inversibles dans Z[v/2].
Corps
Exercice 11. On considere (R?, +, %) oll + et * sont deux lois définies respectivement par
Y(a1,b1) € R?, V(as, ba) € R%, (a1,b1) + (a2, b2) = (a1 + as, b1 + ba),
Y(ay, b)) € R?, Y(ag, by) € R?, (a1,b1) * (az,b2) = (a1az — bibe, a1bs + azby).
Montrer que (R?, 4, %) est un corps et le reconnaitre.

Exercice 12. Soit (K,+,-) un corps de cardinal fini. On pose K; = {z € K¥, 7l = z} et
Ky={z e K* 27t #£x}.

1. Déterminer tous les éléments de K.

2. En déduire

P = Haz

zeK*



