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Feuille 5. Les fractions rationnelles

Exercice 1. Mettre sous forme réduite les fractions rationnelles suivantes :

4 =

oo XHAXT+X -6 X'+ X7+
PTXT X3 5X2 - X -6 T X3 43X 13X 12
_XP+5X34+2X +1 X0 —3X°—6X?+5X%—2X +2

s =

X3 -1 ’ X4 —2X34+2X2-2X +1
Exercice 2. Soient F,G € K(X). Montrer que
deg(FG) = deg(F) + deg(G),

et que
deg(F + G) < max(deg(F'),deg(G)),

avec égalité si deg(F') # deg(G).
Exercice 3. Comparer les poles et les zéros de G = F(X + a) a ceux de F.

Exercice 4. Décomposer en éléments simples dans C(X) les fractions suivantes :

P B X'+1 X041
TR T (X4 02(X2+1) T X(X - )Y
1 X2 X541
Fy=—\ Fy=— . Fy= .
TS TP (X2r X+ )2 YT (X D)(X24+ X 1)

Indication : pour Fy utiliser une formule du cours faisant intervenir une dérivée.

Exercice 5. Décomposer en éléments simples dans R(X) les fractions suivantes :

X541 X2 X341
h=sm—"7 R=r5 2 , k= 2 37

X3 -1 (X2 -1)(X2+1) (X —1)(X2+1)
X1 4+3X%+1 X742 1

Fy = 5 = 6 = ,oﬁnEN*.

X4+ X (X2+ X +1)% X2 —1
Indications : pour I3 diviser X> 41 par X241, pour Fy on a 1 +3X? + X4 =1+ X4+ X(...).

Exercice 6.

1. Calculer la décomposition en éléments simples des fonctions rationnelles f suivantes, puis
calculer les dérivées d’ordre n de f :

(a) f(x) = —(x — a)l(x ) (on distinguera le cas a = b et le cas a # b).
1

(b) fla) = 22 —2xcosa+1
1

(c) fl@) = 2?2 — 2x cosha + 1
2. Calculer les dérivées d’ordre n de la fonction f(z) = arctanz.



Exercice 7. On considere la fraction

X+3

F= Xy

1. Donner 'expression de G définie par G(T') = F(T + 1).

2. Montrer que l'on peut décomposer le numérateur D(T') de la fraction G(T') de la fagon
suivante

D(T)=a2+T)+TD:(T)
ou a est un réel et D1(7T) un polynéme dans R[T]. En déduire alors que

2 2

G =71~ mE oy

3. Réitérer le processus pour obtenir la décomposition en éléments simples de G(T') et en
déduire celle de F(X).

Exercice 8. A l'aide de I'idée présentée dans I’exercice 7, décomposer en éléments simples dans
R(X) les fractions suivantes :

X241 X2+ X+1
F = + F, = 5+ + )
(X —1)°(X2-X+1)

X6(X24+ X +1)

Exercice 9. On consideéere la fraction :

1. Montrer que la fraction s’écrit :

PO = - x 8~

1 3 ay
m + F1(X),

k=1

ou la fraction Fj ne posséde pas 1 pour pole.

2. Multiplier cette égalité par (X — 1)3, dériver une fois, deux fois et en déduire la valeur des
Q.

3. Remarquer que F(jX) = F(j2X) = F(X) et terminer la décomposition en éléments simples
de F dans C(X).

Exercice 10. Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction rationnelle

1
X3 -1

En déduire la décomposition en éléments simples de

X +2
(X-1D(X?2+X+1)

puis celle de
1

(x5~ 1)



