L2 MTH1314 2015-2016

Devoir Maison n°1
A rendre pour le 15 Octobre

Exercice 1. On note I'ensemble des matrices symétriques par .7, (R) := {M € .4, (R), 'M = M}
et Pensemble des matrices antisymétriques par <, (R) := {M € 4, (R), ‘M = —M}. Montrer
proprement que pour toute matrice M € ., (R), il existe un unique couple (S, A) € .7, (R) x
o (R) tel que,

M =S5+ A.

Exercice 2. Soit G un ensemble non vide et * une l.c.i. associative pour G. Pour tout n € N*
et tout g € G, on note ¢g" = g * g * --- x g. On suppose les trois affirmations suivantes :
—_—

n fois
Cl.Vg e @G, 3(p,q) €N, 0< p<gq, tel que g¥ = g,
C2.VY(a,g,h) € G, axg=a*xh=g=h,
C3.V(a,g,h) € G, gxa=h*xa= g=h.

On fixe g € G.
1. Montrer qu'il existe e, € G tel que e; * g = g * ey = g.
2. Montrer que pour tout h € G, eg *h = hxeg = h.

3. Conclure que G est un groupe.
Exercice 3. Soit ¢ : Q — Q un morphisme pour les lois + et x :

V(z,y) € Q°, oz +y) =)+ o)
V(z,y) €Q*  olzy) = o(z)e(y).

1. Montrer que ¢(1) =1 ou 0.
2. On suppose dans cette question que (1) = 1.

(

a) Montrer que Vn € N, ¢(n) = n.
(b) Montrer que ¢(—1) = —1 et en déduire que Vp € Z, o(p) = p.

(c) Conclure que ¢ = Idg.
3. Que se passe-t-il lorsque (1) =07



