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Exercice 1. On note l’ensemble des matrices symétriques par Sn (R) :=
{
M ∈Mn (R) , tM = M

}
et l’ensemble des matrices antisymétriques par An (R) :=

{
M ∈Mn (R) , tM = −M

}
. Montrer

proprement que pour toute matrice M ∈ Mn (R), il existe un unique couple (S, A) ∈ Sn (R) ×
An (R) tel que,

M = S + A.

Exercice 2. Soit G un ensemble non vide et ∗ une l.c.i. associative pour G. Pour tout n ∈ N∗

et tout g ∈ G, on note gn = g ∗ g ∗ · · · ∗ g︸ ︷︷ ︸
n fois

. On suppose les trois affirmations suivantes :

C1. ∀g ∈ G, ∃(p, q) ∈ N, 0 < p < q, tel que gp = gq,

C2. ∀(a, g, h) ∈ G, a ∗ g = a ∗ h⇒ g = h,

C3. ∀(a, g, h) ∈ G, g ∗ a = h ∗ a⇒ g = h.

On fixe g ∈ G.
1. Montrer qu’il existe eg ∈ G tel que eg ∗ g = g ∗ eg = g.
2. Montrer que pour tout h ∈ G, eg ∗ h = h ∗ eg = h.
3. Conclure que G est un groupe.

Exercice 3. Soit ϕ : Q→ Q un morphisme pour les lois + et × :

∀(x, y) ∈ Q2, ϕ(x + y) = ϕ(x) + ϕ(y)
∀(x, y) ∈ Q2, ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y).

1. Montrer que ϕ(1) = 1 ou 0.
2. On suppose dans cette question que ϕ(1) = 1.

(a) Montrer que ∀n ∈ N, ϕ(n) = n.
(b) Montrer que ϕ(−1) = −1 et en déduire que ∀p ∈ Z, ϕ(p) = p.
(c) Conclure que ϕ = IdQ.

3. Que se passe-t-il lorsque ϕ(1) = 0 ?


